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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Книга, первый выпускъ которой я теперь издаю, им'Ьет'ь ц'Ьлью 
дать возможно полное изложен1е теорти упругости со включешемъ 
учетя о распространенш св^^та въ прозрачныхъ средахъ. Я надеюсь, 
что сл'Ьдующимъ выпускомъ кнш'а будетъ закончена; въ немъ будетъ 
помещено предисловхе, заключающее въ себ* кратк1й историчесюй 
обзоръ развит1я этихъ учен1й до настоящаго времени. 

Приношу мою глубокую благодарность Сов'Ьту С.-Петербургскаго 
Университета, доставившему мн1> средства на напечатате курса ана- 
литической механики и этого самаго выпуска. 

Д. Бобылевъ. 



1886 года. 
Май, 1-е число. 
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ВВЕДЕШЕ ВЪ ТЕ0Р1Ю УПРУГОСТИ, 

ГИДРОСТАТИКА 



И 



ОСНОВНЫЯ УРАВНЕШЯ ГИДРОДИНАМИКИ. 

I. 

О составлены дифференцЁальныхъ уравненМ движен1я гибкихъ и деформируе- 

. мыхъ сплошн1ь1хъ т%лъ. 

Въ этой гдав'Ь будутъ изложены соображбН1Я, которыми руЕОВодствуются при 
прим'ЬнбН1И механики системы матерьяльныхъ точекъ къ теор1И равнов'ЬЫя и дви2ен1Д 
деформируемыхъ сплошныхъ матерьяльныхъ т^ъ разнаго рода. 

$ 1. 11редпо10жен1я, д^наенын отноеительно сиъ взаннодЬйетв1я 
между атонанн. 

По атомистической теор1и, всякое матерьялънбе т^Ьло, не смотря на свою кажу- 
щуюся сплошность, состоитъ изъ атомовъ. 

Еажднй атомъ есть нед'Ьлимое абсолютно-твердое тЪло, разм-бры котораго въ 
такой же степени ничтожны, въ какой, прим'Ьрно, громадны разстояшя отъ земли до не- 
подвижныхъ зв'Ьздъ. 

Между атомами дМствуютъ силы взаимнодМствк, который, можетъ быть, не 
только стремятся изм'Ьнить разстояшя между ними, но могутъ еще побуждать ихъ 
принять вращательный движен1я относительно другъ друга. 

Такимъ образомъ теор1я движешя и равнов!Ьс1я матерьяльнаго нетвердаго т'Ьла 
приводится къ вопросу механики системы твердыхъ г&гь, между которыми д'Ьйствуютъ 
некоторый силы взаимнод'Ьйств1я; ;^ того, чтобы поставить разсужден1я на опред'Ь- 
ленную почву, необходимо сд'Ьлать предположешя относительно вида атомовъ и отно- 
сительно закона взаимнод'Ьйств1й между ними. 

Во многихъ вопросахъ математической физики н'Ьтъ надобности принимать въ 
разсчетъ вращеше атомовъ; тогда можно каждый атомъ заменить матерьяльною точ- 
кою, не д'Ьлая никакихъ прёдположен]й относительно вида атомовъ. 

1 
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Относидьно сялъ взаимнод'Ьйств1Яу дМствующихъ мегду натерьяльннии точками, 
заи']^няющи1ш атомы, Д'Ьлаются обыкновенно сд1^дующ1д аредположешя. 

Предположен1е Е относи- Предполагается, что силы эти сл-ьдуютъ началу 

твльно взАимноД'ВйствШ мв- равенства и противополояшости, т. е., что силы, дъй- 
жду атомами. ствуюпця между атомами л п в^ равны и прямопро- 

тивоположны. 

Кромъ того предполагается, что эти силы напра- 
влены по лиши, соЕдикяющЕй точки, то есть атомы 

л и Д и что ВЕЛИЧИНА КАЖДОЙ ИЗЪ ЭТИХЪ СИЛЪ РАВ- 
НЯЕТСЯ ПР0ИЗВЕДЕН1Ю г 

гд* т^^ и т^ СУТЬ массы атомовъ, а г^^ — раз- 

СТ0ЯН1Е МЕЖДУ НИМИ. 

' Бром'Ь ЭТИХЪ СИЛЪ, на атомы могутъ дМствовать еще и друпя силы, исходящ1я 
ИЗЪ центровъ, лежащихъ вн'Ё разсматриваемаго т^^ла. 

При таЕихъ предаоложешяхъ, теор1я движен1я и равнов^с1я матерьяльнаго не- 
твердаго тЬда приводится къ вопросу механики системы матерьяльныхъ точекъ, къ 
которымъ приложены данныя силы. 

{ 2. Шесть такихъ двФФеренцМьныхъ уравнвн18 ддя каждой части 
тЬла, ИЗЪ которыхъ исключены величины вс1Ьхъ внутреннихъ силъ этой 
части. 

Представимъ себ'Ь всю систему матерьяльныхъ точекъ , зам'Ьняющихъ атомы дан- 
наго матерьяльнаго т^^а. 

Выд'Ьлимъ мысленно какую либо часть т'Ьла, какую угодно и которую угодно. 

Всю совокупность атомовъ, заключающихся внутри выделенной части, будемъ 
обозначать знакомъ ^п^ а всю совокупность атомовъ Остальной части гЬла — зна- 
комъ Ех. 

Атомъ части ^п будемъ обозначать буквою ш съ надлежащимъ значкомъ внизу 
и сбоку ея, а атомъ части Ш — буквою |1, тоже съ надлежащимъ значкомъ (напри- 

м4ръ, т^у ш^^ Щ, ш^ суть различные атомы части ^п, л^^, [к^у (х^ — 

различные атомы части Ех) ; впрочемъ эти знаки должны обозначать преимущественно 
величины массъ т^хъ же атомовъ. 

Представимъ себ'Ь, что мы составили дифференщальныя уравнешя движешя для 
каждаго изъ атомовъ части ^п; для того, чтобы условиться относительно обозначен1я 
н'Ькоторыхъ величинъ, входящихъ въ эти уравнен1я, мы выпишеиъ зд'Ьсь одно изъ 
нихъ, а именно первое дифференцхальное уравнеше для атома т^ : 

7п Як 

Вторая часть этого уравнешя представлена въ ввд'Ь трехъ членовъ; первый 
членъ выражаетъ сумму проакфй силъ, д'Ьйствующихъ на атомъ т^ со стороны всЬхъ 
остальныхъ атомовъ части ^п^ такъ что суммирован1е, означенное въ атомъ член'Ь, 
должно быть распространено на всЬ атомы этой части; второй членъ выражаетъ сумму 
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проэкщй силъ, дМствуюпщхъ на атомъ т^ со стороны вс^кхъ атоиовъ части Ех ; на- 
конецъ, трети членъ (Х^.) выражаетъ сумму проэкщй всЬхъ силъ, д^йствующихъ на 
атомъ ш^ извн'Ь разсиатриваемаго т'Ьла. 

Представимъ себ% дал'Ье, что съ дифференщальныии уравнен1ямд движен1я ато- 
мовъ части /п мы поступимъ такъ, какъ показано въ §§ 85-мъ и 93-мъ механики 
матерьяльннхъ точекъ; тогда получииъ шеств дифференщальныхъ уравнен1й для 
части ^п: три дифференщальныя уравнен1я движешя центра инерщи ея и три диффе- 
решцальння уравнешя моментовъ количествъ движешя всей этой части. Въ первыхъ 
трехъ уравнен1яхъ взаимно сократятся 11роэкц1и каждой пары равныхъ и противопо- 
ложныхъ взаимнодМствШ между атомами части ^п^ а въ остальныхъ трехъ — равные 
и противоположные моменты каждой такой пары, такъ что во всгьхь шести урав- 
ненгяхъ не будешь заключаться никакихв виутреннихб силъ части ^п матерьяль- 
наго Т'Ьла. 

Эти шесть диффренщальныхъ уравнешй будутъ таковы: 



^п ^п Ех е/п 

2т,у/'= 2^,2»^*/'«(^«)^^-^2 ^ (1, Ъ) 

^п ^п Ех ^п 



^п ^п Ех ^п 



^=2»»,2н^»/;*ы^^^^^*^-2(2^*^*-^'^'>« <*'^) 



^п Ех ^п 



^п Ех ^п 



^п Ех Лп 

гд* Лд., л , и А^ суть моменты количествъ движен1я части ^п вокругъ осей Х-овъ, 
У-овъ и 2-овъ. 

Так1я шесть дифференщальныхъ уравнен1й должны им'Ьть м'Ьсто, какъ для всего 
матерьяльнаго т^^а, такъ и для всякой части его, большой или малой. 

§ 3. Рад1уеъ СФеры д16йств1я частнчныхъ смъ. 

Произведен1е ^^{1^^^/*,^^ (^«-^1 заключающееся въ предыдущихъ формулахъ, выра- 
жаетъ 1^оложительно-взятую величину отталкивающей силы или отрицательно-взятую 
величину притягательной силы, дМствующей между атомами т^ и (ж.^^. 

Видъ функщи ^^^ (г^^) въ точности неизв'Ьстенъ; но для объяснешя большей 
части изв'Ьстныхъ намъ явлешй физическаго м1ра9 а въ особенности гЬхъ, который 
разсматриваются въ физик'Ь частичныхъ силъ, намъ приходится сделать сл'Ьдующее 
предположен1е относительно характера этой функщи. 
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Предположбнш Р отно- Предполагается, что функщя / (г) состоитъ изъ 

СИТВЛЬНО РАД1УСА СФЕРЫ ДФЙ- СУММЫ ДВУХЪ ЧАСТЕЙ. 

ствш чАстичныхъ силъ. Первая часть есть Ньютонова сила тяготьнш, 

обратно-пропорцюнальная квадрату разстояшя. 

Вторая часть есть такая функщя, которая им-веть 
заметную величину только при ничтожно-малыхъ 
разстояншхъ между атомами, при разстоянмхъ же 
равныхъ или большихъ н1&к0т0р0й весьма малой ве- 
личины р, функщя эта равна нулю. 

9 

Означивъ эту вторую фунщш черезъ ср {г\ ножемъ выразить приведенное пред- 
подохен1е въ вид'Ь сл'Ьдующей формулы: 



т^({г) = — е 



т\1 



Ш|)1ф (г). 




Сила т1д.ф (г) изв'Ьстна подъ именемъ частичной силы^ а разстоянхе р назы- 
вается радгусомъ сферы дгьйствгя частичиыосъ силъ. 

При такоиъ предположен1и первые члены вторыхъ частей уравнен1й (1) разд'Ь- 
лятсл на двЪ части каждый; одна часть будетъ относиться къ частичнымъ силаиъ, 
другая — БЪ силаиъ тягот'1^тд, д'Ьйствующимъ со стороны атоиовъ (л на атомы т. 

Обратимъ вниман1е на члены, зависящхе отъ частичныхъ силъ. 

На основан1и вышеприведеннаго предположен1я, 
дти члены будутъ заключать взаиинод'Ьйств1я только 
между такими парами атомовъ (1 и т, разстояшя меж- 
ду которыми не бол^^е р (рад1уса сферы д'Ьйств1я); вс^^ 
так1е атомы (л части т'Ёла Ех находятся въ сло'Ь тол- 
щины ру прилежащемъ къ поверхности 5, отд'Ьляющей 
эту часть отъ части ^п ; всЬ же так1е атомы т части 
т'Ьла ^п находятся въ другомъ ао'Ь такой же тол- 
щины, прилежащемъ къ той же поверхности 6^ со 
стороны «7п ; на чертеж'Ь 1 -мъ изображены оба эти 

слоя, первый обозначенъ буквою Р, второй — буквою а. 

Такимъ образомъ оказывается, что частичный силы, дМствующ1я со стороны 

части т-Ьла Ех на часть ^п^ приложены къ атомамъ слоя а и исходить изъ атомовъ 

слоя р. 

§ 4. Напряжен1е (8(ге88). 

Выд4лимъ мысленно изъ поверхности 5 какой либо элементъ Д5 весьма малыхъ 

разм'Ьровъ. 

Представимъ себ* всю совокупность т-Ьхъ частичныхъ силъ, приложенныхъ къ 
атомамъ части слоя а, прилежащей къ элементу Д5, направлетя которыхъ пересЬ- 
каютъ поверхность этого элемента. 

Въ англШскомъ научномъ язык* существуетъ особый терминъ для наименовашя 
этой совокупности силъ, а именно терминъ ^81ге88*', который мы переведемъ на русскШ 
языкъ словомъ ^напряжете''', но намъ необходимо условиться относительно правиль- 
наго употреблен1я этого термина. 

Вйшесказанную совокупность силъ мы будемъ называть напржисенгембу дтьй- 
ствующит сквозь площадку Д5 на часть тгыга Зп со стороны части Ех\ всл'Ьд- 
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ств1е равенства и противоположности взаиинодМствШ между атомали^ папржнеенге, 
дтьйствуюгцее сквозь ту оюе площадку на часть тгьла Ш со стороны части 
тгьла ^п^ будетъ совокупностью силъ, равныхъ и противоположныхъ силаиъ преды- 
дущей совокупности. 

Пусть А есть какая либо точка поверхности 5, находящаяся внутри пло- 
щадки А/8^ или на ея периметре. Возстановимъ норкаль п изъ точки А къ поверх- 
ности /$ внаружу части «7п. 

Составииъ сумму .проэкщй на ось Х-овъ всЬхъ силъ первой совокупности и раз- 
д'Ьлимъ эту сумму на величину площади элемента Л6^; точно также поступнмъ и съ 
суммами проэкфй этихъ силъ на дв'Ь друп'я оси; получимъ три отно'шешя: 

^х ^^у 2»2 /о\ 

Величины этихъ отношенШ могутъ изм'Ьняться съ изи^Ьнен1емъ м'Ьста элемента на 
поверхности и съ изм'Ьнен1емъ разм'Ьровъ его ; при непрерывномъ уменьшеши разм'Ь- 
ровъ элемента, отношешя эти будутъ приближаться къ н'Ькоторымъ пред'Ьльнымъ зна- 
чешямЪу величины которыхъ могутъ зависЬть отъ того, къ какой точк'Ь поверхности 
приближается постепенно съуживающаяся периферхя элемента. 

Предположимъ, что, при уменьшеши разм^ровъ элемента А5, мы съуживаемъ его 
перифер1ю такимъ образомъ, чтобы точка А всегда находияась внутри или на пери- 
ферм; пусть Х„, У„ и г^ суть пред4льныя значеюя, къ которымъ отяошешя (2) 
приближаются при такомъ уменьшеши разм'Ьровъ элемента А/8^, т. е.: 



Величину : 



првд*лъ [§] ^^^= У„, 



(3) 



мы будемъ называть величшюю напряоюетЯу дпЛствуюгцаю на часть ^п въ 
точкгь А поверхности 8, а направлен1е, проведенное изъ точки А и составляющее 
съ осями координатъ так1е углы, косинусы которыхъ равны отношешямъ : 

Дл Лл. .За 

^п' ^п' ^п' 

назовемъ направлетемъ $того напряженгя. 

Направлеше напряжен1я мы будемъ обозначать т^кмъ же знакомъ Р^^ какимъ 
обозначаемъ величину его; поэтому можемъ написать ел^дуюпця равенства: 

^''п С08 (Р„ , У) = У„ , } (5) 



4 
.♦ 
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выражающ1Я, что Х^, У^, 2^ суть проэкщи напряжешя Р^ на оси координатъ, или 
составляющая его по этииъ осяиъ. 

§ 5. Выражен1я проэкцШ на ос1 координатъ главнаго вектора н глав- 
наго момента напряженЕн^ дЪйствующихъ на часть т16ла. 

Если точка приложен1я какой либо силы будетъ перенесена на какую либо длину 
вдоль по ея направлепю, то черезъ это не изм'Ьнится ни номентъ ея вокругъ какой 
нибудь оси, ни иоментъ ея вокругъ какого либо центра. 

Поэтому, при составлепи уравнешй (1) мы вправ'Ь предположить, что точка 
приложен1Я| каждой частичной силы, действующей изъ атома |1 части Ех на атомъ т 
части (7п, перенесена изъ т^ вдоль по направлен1ю т^, въ точку пересЬченая длины т^ 
съ поверхностью 6"; черезъ это величины проэкцШ главнаго вектора и главнаго мо- 
мента частичныхъ силъ не изм'Ьнятся, но изм^^нится видъ выражешй этихъ величинъ, 
такъ какъ м'Ьстомъ приложенхя частичныхъ силъ будетъ теперь считаться не слой а, 
а поверхность б'. 

Для того, чтобы составить новыя выражен1я соотв^Ьтственныхъ членовъ уравне-, 
н]й (1), надо прежде всего представить себе, что вся поверхность в' раздроблена на 
безчисленное множество элементовъ безконечно-малыхъ разм'Ьровъ, зат'Ьмъ надо со- 
ставить выражен1я проэкщй на оси координатъ вектора и момента напряжешй, прило- 
женныхъ къ каждому элементу; эти выражешя будутъ заключать величины Х^, У^, 
2^. Составивъ надлежапця выражешя, останется только взять интегралы по всей по- 
верхности. 

Величины Х^, У^, 2^, т. е. проэкщи на оси координатъ напряжен1я, дМствую- 
щаго въ точк'Ь поверхности 5, суть функщи координатъ точекъ поверхности, но 
функщи не сплршныя; он'Ь могли бы быть сплошными, если бы вещество было сплош- 
нымъ въ дМствительности, а не состояло бы изъ атомовъ, разд^^енныхъ промежут- 
ками, и если бы частичный силы дМствовали между всЬми точками слоя ^ и всЬми 
точками слоя а, а не между изолированными точками-атомами этихъ слоевъ. 

Однако во всЬхъ разсчетахъ математической физики эти функщи предпола- 
гаются сплошными; на это предположеше считаемъ нужнымъ обратить внимаше. 

Предположеше 6^ относи- Проэкцш 2^, 7^, 2^ напряжешй, дъйствующихъ 

тЕльно сплошности ФУНКЩИ, въ точкАхъ поверхности /5, предполагаются сплош- 

БЫРАЖАЮЩИХЪ проэкщи НА- НЫМИ ФУНКЩЯМИ КООРДИНАТЪ. 
ПРЯЖБНШ НА оси КООРДИНАТЪ. 

При такомъ предположеши, напряжен1я Р^ въ двухъ безконечно-близкихъ точ- 
кахъ поверхности разнятся безконечно-мало, какъ по величин^^, такъ и по направле- 
нш ; если бы они были вполн'Ь одинаковы во всЬхъ точкахъ элемента с18, то проэкщи 
на оси координатъ вектора всФхъ частичныхъ силъ, приложенныхъ къ этому элементу, 
были бы равны: 

Х^8, У„а8, 2^8, 

а проэкщи момента всЬхъ этихъ силъ были бы равны: 

(У.^п-^.Уп)^5, {^.Хп-^ш^^аЗ, {х,У—у.Хг)с18. 
гд'Ь д?., ^.9 ;?. суть координаты центра инерщи площади элемента с18. 



Вообще же, на основан1И предыдущаго предпологен1я (г, продкц1и на оси коор- 
динатъ главнаго вектора напрдженШ, приложенныхъ къ точБамъ всей поверхности /8^) 
выразятся следующими интегралами, взятыми по всей поверхности: 

^^x^8, ^^у^8, ^^2^8, ...(6) 

а проэкц1И главнаго момента т^^хъ же напряжен1й выразятся интегралами: 






(7) 



гд* ^,, у,? ^, суть координаты какой либо точки элемента, а Х^, У^, 2^ — про9КЦ1и 
нааряжен1я, дМствующаго въ этой точк'Ь на часть т'Ьла ^п. 

% 6. Изи1Ьрен1я напряжен1я9 д1БЁствующаго въ точк16 данной поверх- 
носп. Давлен1я, натяжен1я н тангенц1альныя напряжен1я. 

Всяшя силы, приложенныя сплошнымъ образомъ къ какой либо поверхности, 
разсчитываются такъ сказать на единицу поверхности, а именно, для каждой точки 
поверхности вычисляется не величина силы, но величина н^гкотораго отношешя силы 
къ площади. 

Разсчетъ производится такимъ же образомъ, какъ показано въ § 4-мъ относи- 
тельно опред'Ьлен1я величины и направлен1я напряжен1я 2^^, дМствующаго въ какой 
либо точк:Ь поверхности съ той стороны, куда возстановлено положительное направле- 
ше нормали щ на часть гЬла ^п. 

Изъ формулъ (2), (3) л (4) видно, что величина напряжен1я Р^ им'Ьетъ изм^- 
решя отношен1я силы къ площади, такъ что: 

-Г7 * едиыиц'Ь силы /о\ 

единица НапрЯЖеЮЯ Р^ (ед«ииц. д.ииы)^ (8) 

Чтобы составить себЬ понят1е о значенш этой единицы, представнмъ г^(Л такой 
случай, что часть поверхности 5 им'Ьетъ видъ плоскости, что напряжен1я, дЪйствуюпця 
во всЬхъ точкахъ этой чаоти поверхности, равны и параллельны между собою и что 
главный векторъ напряженШ, приложенныхъ къ каждой единиц'Ь площади этой части 
поверхности, равенъ единиц'Ь силы; тогда величина напряжен1Я, дМствующаго въ 
каждое точк'Ь этой части поверхности, будетъ равна единиц']^ напряжен1й. 

Если же главный векторъ напряженШ, приложенныхъ къ каждой единиц^Ь выше- 
сказанной части поверхности, равенъ к единицамъ силы, а всЬ проч1я обстоятельства 
будутъ г^ же, то величина напряжен1я, д'Ьйствующаго въ каждой точк^Ь этой поверх- 
ности, будетъ равна к единицамъ напряжешй. 

Въ тЪхъ случаяхъ, когда поверхность 5 не плоская и напряжен1я въ точкахъ 
ел хотя и ]}еодинаковы, но сл^дуютъ услов1ю сплошности^ знан1е величины и направ- 

2 
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лешя напряжен1я Р^^ дМствующаго въ какой либо точк'Ь А этой поверхности, даетъ 
вамъ возмолшость утверждать, что главный векторъ напряжен1й, приложенннхъ къ 
безконечно- палому элементу Л8, заключающему въ себФ точку А^ им^етъ величину, 
отличающуюся отъ 1Р^Л8 безконечно-иалыми величинами высшихъ порядковъ. 

Всякое напряжете, дМствующее въ точк'Ь поверхности, можетъ быть разложено 
на дв'Ь составляюпця : одну по направленш нормали п, другую — въ касательной пло-* 
скостЕ къ поверхности ; первая составляющая называется натяоюенгемб^ еаи она на- 
правлена по положительной части нормали, и давлеигвмг въ противоположномъ случа'Ь; 
составляющая напряжешя въ касательной плоскрсти называется шаигенцгальнымг на- 
пряженгемд. 

Когда изв'Ёстны Х^, У^у ^пу '^^ составляющая напряжешя по нормали п вы- 
разится такъ : 

К ^^^ (^п»^) = ^п с^8 (п,Х)-^. У^ со8 (п, У)-#-^„ со8 (л, 2); (9) 

это есть натяжеше, если направлеше Е^ составляетъ острый уголъ съ поло&нтельнымъ 
направлешемъ нормали п; если же уголъ (Р^^п) тупой, то формула (9) выражаетъ 
отрицательно-взятую величину давлен1я. 

Надо яжктъ въ виду, что къ наружной поверхности т'Ёла могутъ быть приложены 
внтьшнгя давлешя, натяжешя и тангенщальныя напряженхя. 

$ 7. Сыы, приложенный къ элеиентанъ объема сплошнаго д1Бла. 

Силы, приложенный ко вгЬмъ атомамъ т'Ьла и дМствуюпця извн^ его, а также 
силы тяготМя, дМствующхя между атомами его, мы будемъ называть силами, при- 
лооюенными къ элементамь объема ттьла или проще объемными силами. 

Эти силы, приложенный къ атомамъ сплошнаго гЬла, вводятся въ разсчетъ сл'Ь- 
дующимъ образомъ. 

Возьмемъ какую либо точку А т'Ьла и мысленно выд'Ьлимъ малый объемъ АО 
его, заключающ1Й точку А внутри себя или на своей поверхности. Составимъ вели- 
чины про9КЦ1й на оси координатъ главнаго вектора силъ, приложенныхъ ко всЬмъ 
атомамъ этого объема и разд']^лимъ эти величины на массу Дт объема АО; получатся 
отношен1я: 

■ ■ ■ ^ ■ ■ ■ ■ I ^ ■ 

величины которыхъ могутъ зависать отъ величины и вида выд'Ьленнаго объема АО 
гЬла. Представимъ себ^^, что мы выдЪляемъ все меньш1е и меньш1е объемы АО, за- 
кхючаюнце въ себ'Ь точку А; по жк^Ь приближен1я величины объема къ нулю, вели- 
чины вышесказанныхъ отношен1й приближаются къ н^^которымъ пред'Ьламъ, которые 
мы означимъ такъ: 3^^) §)^| 3^; сл'Ьдовательно : 



Ж^ = пределу [ш]^^^^ 
3)^ = пределу [д^^^^ 

= пределу [^^^^^ 



(«О) 
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Величину : 

5^ = -нУзе/^8)/-4-з/.. (И) 

жы будемъ называть величиною объемной сгмы въ точкгь А. Направлеше ^^^ опре- 
Л'Ьляеиое косинусами: 



С08 (8^, X) = ^, С08 (Э^, У) = |4, сов (?5^, ^) = |4, (12) 



мы условимся называть направленгемб этой силы; тогда пред'Ьлы (10) получатъ зна- 
Ч6Н1Я проэвщй этой силы на оси коордйнатъ, или составляющихъ ея по этимъ осям:ь. 

ЗР^, 8)^, 3^ суть функщи координатъ точен А и притомъ функщи не спдош- 
ныя, такъ каБЪ къ промежуткамъ между атомами силъ не прилохено; но мы будемъ 
предполагать, что эти функщи неразрывны внутри всего объема занимаемаго гЬломъ, 
которое мы будемъ при атомъ считать . сплошнымъ ; такое предположеше аналогично 
пред пол о^ешю О, сд^Ьланному относительно силъ поверхностныхъ. 

Предположеше Я отно- Проэкщи X, % 3 объемной силы, действующей 

СиТЕДЬНО сплошности ОБЪЕМ- , въ ТОЧКАХЪ СПЛОШНАГО ТЪЛА, ПРЕДПОЛАГАЮТСЯ СПЛОШ- 
НЫХЪ силъ. НЫМИ ФУНКЩЯМИ КООРДИНАТЪ ЭТИХЪ ТОЧЕКЪ. 

При такомъ предположен1И объемныя силы $ въ'безконечно-близкихъ точкахъ 
т^^ла разнятся между собою безконечно-мало , какъ по величин1^, такъ и по направ- 
лешю. 

Величина ^ им'Ьетъ изм^рен1я ускорешя, такъ какъ она равняется отношен1ю 

силы къ массЬ. 

■п гг единиц, силы /^а\ 

Единица ВеЛИЧИНЪ 5 = единиц, массы (*3) 

Сл']^довательно, можно сказать, что величины и направлешя ^ представляютъ 
собою величины и направлен1я тЬхъ ускорешй, которыя приняли бы точки свободнаго 
гЬла при д'Ьйств1и объемныхъ силъ, если бы не существовало ни частичныхъ силъ, ни 
вн^^шнихъ напряжен1й. 

Если бы величины и ваправлен1я $ были одинаковы во всЬхъ точкахъ гЬла, то 
объемныя силы были бы приложены къ нему однородно и тогда величины проэкфй 
силы, приложенной ко всему гЬлу, равнялись бы прои8веден1ямъ ХЖ, ^ЛГ, ^М^ 
гд'Ь М есть масса тбла. 

Бъ числу такихъ однородныхъ силъ принадлежитъ сила тяжести; если ось У-овъ 
параллельна силы тяжести, то ЗЕ! и 3 во всякой точк'Ь тЬла равна нулю, а 

тоже во всякой точк'Ь гЬла. 

Так1е случаи однороднаго распред'Ьлен1я объемныхъ силъ встр'Ьчаются сравни- 
тельно р'Ьдко, большею частью величины и направленхя $ неодинаковы даже въ ма- 
лыхъ частяхъ т^ла. 

Однако, по предполагаемой нами сплошности объемныхъ силъ, въ безконечно- 
близкихъ точкахъ т^ла величины и направлешя ^ разнятся мезцу собою безконечно* 

2* 
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жало; следовательно, ч^иъ хен'!&е ргшх'Ъры какого либо весьма иалаго эленипти гкт, 
т'Ьиъ нен'бб разнятся между собою ус110рен1я $ разлнчныхъ точекъ его в т\мъ паспр|>- 
д'Ьлвв^е приложенной къ нему обгеивоб силы однороднее. 

По этияъ прнчинанъ цровкфи на оси коордииатъ объемное силы, г|ри.]')Х1^1111')И 
иечно-малому объемному элементу йО, выразятся такъ: 

ЭЕ(7сгО-^-(I^, Эо^гОн-а^, В^аОч-а,, 

щ на оси координатъ момента этой силы — такъ: 

0/3 — 2§)) 0(10 -*- а„ (зХ — хВ) оЛО -+- а^, 

у, г суть воордяваты ваЕОй лябо точки внутри или на поверхности эле- 
0, а — плотность материи въ той же точк*, гР, §), 3 — проэЕц!» на оси ко- 

ь объемной силы въ той же точке ; дополнительные члены к, . % . , у.^ 

сел безконечно-мальши величинами четвертаго или высшаго порлдьа ни.юсти. 
аененты объема становятся безковечБО-малыми величивзни трет1>яго <1ор11Я1;^1 

8. Новый видъ уравненШ (1) параграфа 2-го. 

1 основания всего вашесказаннаго въ §§ 3—7, суммы заменятсл внтеI■^>у^а■н, 
■раненными, одни — по объему части Л, друпе — по поверхно'^ти этой части, 
атегралы, распространенные по объему, можно разд'Ьлить на сужму днугь ча- 
да часть будетъ заключать подъ интегралами члены третьяго порядка «алогта, 

ькъ "ЖойО, другая будетъ заключать дополнительные члены о. , а^ «^ 

1Г0 и высшаго порядка малости. При уменьшен1и разиеровъ ^^.пеяентовъ 

ЮдобезЕонечной малости, суммы или интегралы, заключающее»;, х,, а^, 

безконечно-малы сравнительно съ интегралами отъ членовъ ЛчАО и, въ ире- 
зли последнее , интегралы будуть приближаться къ ковечнымъ величпнимъ, то 
ш отъ дополяительяыхъ членовъ будуть приближаться еъ нулю. 
о этимъ причинамъ уравнен1я (1) параграфа 2-го получать елЬдуюниЛ кидъ: 



% - Щм - т м = Дй/, 



(\.ч,Ы$) 



рован1я распространены по объему и по поверхности части ^п. 

^есь выписаны только два уравион1я, первое и четвертое, легко по вииъ нлш- 

1етыре остальныя. 
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Так1;| уравнен1Я должны ии^^ть м']^сто, какъ для всего т^ла, такъ и для каждой 
'части его, большой или малой. 

Эти уравнешя прим'Ьняются, или бъ частяиъ тЬла, ии'Ьющииъ конечные рази'Ьры, 
Е тогда они берутся въ тоиъ вид'Ь, какъ они зд'Ьсь написаны, или же къ ничтожно- 
иалимъ элементамъ т'Ьла, къ'такииъ алементамъ, рази'Ьры которыхъ неограниченно 
приближаются къ нулю; но, въ прим'Ьнеши къ такинъ элементаиъ, изъ равенствъ (1) 
выводят ь др) Т1я, такъ сказать, предйльныя уравнен1я^ поступая сл*дующимъ образомъ: 

Г на чала составллютъ эти равенства для элемента объема, предполагая его раз- 
меры не не:п10нечно-малыхи, но ничтожно-малыми, и, перенеся всЬ члены въ первыя 
части ]»аиеп<'1въ, располагаютъ члены каждаго уравнешя по порядку ихъ малости, на- 
чиная п. чл^повъ низшаго порядка. Положимъ, что это суть члены втораго порядка 
малоп и. оатьмъ д'Ьлятъ 06*6 части каждаго уравнен1Я на величины, которыя, при 
У1ЧСНЫМ0Н1И ;'изм'Ьровъ элемента и приближеши ихъ къ нулю, становятся безкояечно- 
малш1и 1:е.]ичиЕами втораго же порядка; посл'Ь этого низш1е члены въ составленныхъ 
уравнен1лхъ станутъ нулеваго порядка малости, т. е. конечными, гЬ члены, которые 
были 3-г(« порядка малости, станутъ тепе^рь 1-го порядка малости, бывш1в 4-го — 
стянуть 2-го. и т. д. При приближен1И разм'Ьровъ элемента къ нулю, низш1е члены 
булугь приближаться къ конечнымъ пред'Ьламъ, проч1е — къ нулю. Полученный та- 
кимъ ибра:{ииъ равенства и будутъ т4, объ которыхъ мы говоримъ теперь и который 
м>л могли иц назвать пред'Ьльными уравнен1ями для безконечно-малыхъ элеиентовъ 
деформируемиго Т'Ьла. 

$ 9. 11р1м1Ьнен1е уравнепШ (1) къ элементарному тетраэдру. 

Под ь элементарнымъ тетраэдромъ подразум'кваемъ э.1ементъ объема, ограниченный 
чегн]>ьмя гранями; три грани параллельны плоскостямъ координатъ, четвертая накло- 
нена къ нимъ. 

11у«ть Ла;, Ду, ^г суть длины взаимно-перпенди- 
к}.=глрныхъ реберъ одного изъ подобныхъ тетраэдровъ, | 

Ху //, г — координаты точки М пересЬчешя этихъ ре- /\ Ч Ьт9" 

беръ. X, ;х. V = косинусы угловъ, составляемыхъ вн'Ьш- /• X 7? Р • 

нею нормалью п основашя -4ВС(черт. 2) тетраэдра съ / 

оглип координатъ. /г 

Пусть К есть основан1е перпендикуляра, опущен- / ^,^--^^^^--^^ 

наго и:гь М на грань ЛВС; длину МК можно выразить ^у^^-"^ 
трояким'ь образомъ : 

Л = МК=^'к^х = |1.Ду = VДя, 

такъ ка1;ь она равняется проэкц1И каждаго изъ реберъ МА, МБ и МО на напра- 
влен! с п перпендикуляра МК. 

Величина каждой изъ граней МВС, ОМА и АМВ равняется величин* проэкщи 
плои1ади ^йСнасоотвЪтственнуго плоскость координатъ; означивъ величину площади 
АЯС чере:гь о, выразимъ эти соотношен1я такъ: 

Величина объема тетраэдра можетъ быть выражена одною шестою частью про- 
изведения длинъ Дд:, Д«/, Д^, или одною третью произведен1я Ао. * 
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Означииъ черезъ Р^ напряженхе, действующее въ точк'Ь М на площадку, па- 
раллельную плоскости АВС и им'Ьющую вн'Ьшнею нормалью направлеше п; Х^, У^, 
2^ будутъ означать проэкцш этого напряген1я на оси координатъ. 

Напряжете 2^^(Ю, дМствующее въ точк'Ь К на единицу площади АВС^ бу- 
деть разниться отъ ^Р^, и* по величине, и по направлешю, поэтому и проэЕщи его 
Х^у{К), У^{К\ ^^{К) на оси координатъ будутъ разниться отъ соотв4тственныхъ 
величинъ Х^, У^, 2^ дл^ точки М. Но, по предположешю О параграфа 5-го, эти 
проэкщи суть сплошння функщи координатъ, поэтому Х^ (X) можно выразить въ вид'Ь 
ряда, располоасеннаго по возрастающимъ степенямъ разностей координатъ точекъ К 
и ЛГ, т. е. такъ: 

гд'Ь дал']^е идутъ члены съ высшими степенями разностей координатъ; производЁымъ 
отъ Х^ по а;, у^ г долакно дать тЪ зиачен]я, как1я он'Ь им'Ьюнъ для точки Ж. 

Очевидно, что {х^ — х) равно проэкщи длины ЖК на ось Х-овъ, т. е.: 
х^ — л? = АХ, и такимъ же образомъ : у^ — ?/ = й[х, г^ — г=^ Ъ. 

Поэтому Х^ (X) можно выразить такъ : 



Х„(Я) = Х„-нЛр, 



гд-Ь ^^ есть величина конечная; члены, означенные точками, будутъ им'Ьть множите- 
лями вторыя и ВЫСШ1Я степени отъ А. 

Дал'Ье, означимъ черезъ Х^, У^, 7.^ проэкщи напряжен1я, Д'Ёйствующаго въ 
точк'Ь Ж на площадку, перпендикулярную къ оси Х-овъ и имеющую положительную 
нормаль параллельную положительной оси Х-овъ; это суть проэкщи напряжен1я, дМ- 
ствующаго со стороны той части т^за, которая находится по правую сторону пло- 
скости У 2 или ВЖС^ на часть т'Ьла, находящуюся вл^во отъ нея. 

Такъ какъ молекулярный силы подчиняются началу равенства и противополож- 
ности взаимно-д4йств1й, то напряжете, д'Ьйствующее въ точк'Ь Ж сл'Ьва на право на 
плоскость У^, им'Ьетъ проэкщями на оси координатъ величины: 

Означимъ черезъ X , У , Х проэкщи напряжен1я, д-Ьйствующаго въ точк-Ь Ж 
на площадку, перпендикулярную къ оси 3^-овъ и имеющую положительною • нормалью 
направлете параллельное положительной части этой оси; т. е., это суть проэкщи 
напряжетя, д^^йствующаго со стороны той части т'Ьла, которая находится сзади 
плоскости ЛХ, на часть, находящуюся передъ этою плоскостью; наконецъ, означимъ 
черезъ Х^ , У^ , 2»^ проэкщи напряжен1я, д-Ьйствующаго въ точк* Ж на площадку 
перпендикулярную къ оси 2-овъ и им^^ющую положительною нормалью положительную 
часть этой оси. 

Составимъ теперь уравнен1е (1, а) для одного этого элемента, предполагая его 
ничтожно-малымъ. 
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Первая часть у1Й1внен1д, по х^Ьр'Ь приближен]я рази'Ьровъ элекента къ нулю, бу- 
деть приближаться къ величин'^: 



(ёРх ^Л ^х йу йл 



гд* х' и ЗР относятся къ точк* Ж", т. е. суть проэкц1и на ось Х-овъ ускорбН1я этой 
точки и объемной силы въ ней же. 

Вторая часть уравнен1я будетъ состоять изъ суммы четырехъ членовъ, относя- 
щихся къ четыремъ гранямъ тетраэдра; для грани АВС наружная нормаль есть п или 
продолжеше АКу для прочихъ же граней наружными нормалями служатъ направлетя, 
параллельный отрицательнымъ сторонамъ осей координатъ. По м']^р'Ь 1!риближен1Я раз- 
м'Ьровъ элемента къ нулю, вторая часть уравнешя (1, а) будетъ приближаться къ сл'Ё- 
дующей величин'^: 

^пУ'^}^ ~^х'~2 ^у""2 ^г~Т"' 

ИЛИ 

Зам'Ьчая, что въ равенств*]^: 

паименьш1й порядокъ малости — второй, разд'1^лимъ об^Ь части его на величину того же 
порядка малости, а именно на о, тогда получимъ: 

Предположимъ теперь, что размеры тетраэдра приближаются къ нулю, при^емъ 
отношешя Лу и с1г къ Лх остаются неизм'Ьнными, такъ что площадка АВС остается 
параллельною самой себЪ по м'Ьр'Ь приближен1я ея къ точкЪ М. При обращен1и Ъ въ 
нуль, предыдущее равенство обратится въ следующее: 

^„ = ^*>^ -^ V -^ ^«* <**''*> 

ч 

Прии'Ьнивъ къ тетраэдру подобныиъ же образомъ равенства (I, &) и (1, с), по- 
лучимъ еще два равенства: 

Уп^У.^-^Уу\^-^У.^ (14,6) 

г„=г^\^2^^^г,. (14, с) 

гд'Ь X, (1., V суть косинусы угловъ, составляемыхъ съ осями координатъ направлешемъ 
положительной нормали п къ площадк'Ь^ проведенной черезъ точку М. 
Сл'Ьдовательно, если будемг знать значенгя величинъ: 
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для какой либо точки сплогинаго тгьлйу то, при помощи формуль (14), будемь 
имгьть возможность опредтьлить величины и направленге напряженгл Р^, дпм- 
ствуюищго въ той же точкгь (и отнесеинаго къ единицгь площади) па пло- 
щадку, произвольно ориентированную, т, е. имгьющую нормалью произвольное 
направленге. 

Когда мы разд'Ьляемъ сплошное т'Ьло на безЕонечно-малые элементы объема пло- 
СЕОСтяии параллельными координатнымъ плоскостдмъ прямоугольныхъ прлмолинейныхъ 
коордннатъ и если притомъ наружная поверхность т'Ьла не им^^етъ остроконвчШ, то 
мы можемъ всегда провести д'Ьлящ1я плоскости такииъ образомъ, что весь объемъ т^^ла 
будетъ разд'Ьленъ на элементарные параллелопипеды и на безконечно-малые элемен- 
тарные тетраэдры; посл'Ьдн1е будутъ находиться у поверхности т'Ьла, такъ что осно- 
вашя ихъ будутъ элементами его поверхности. Къ каждому такому элементарному те- 
траэдру мы можемъ прим'Ьнить предыдупия разсужден1я, а сл'Ьдовательно, и формулы 
(14), подразум'Ьвая подъ п направлен1е наружной нормали, возстановленной изъ точки 
поверхности Т'Ьла. ^ 

Сл'Ьдовательно, формулы (14) могутъ быть примгьнены также и къ точкамъ 
наружной поверхности тгьла, причемъ подъ (п) должно подразумп^вать напра- 
вленге наружной нормали, возстановленной къ наружной поверхности изъ раз- 
сматриваемой точки, а подъ Х^, У^, 2^ — прожит на оси координатъ внпт- 
няго напряженгя, дгьйствующаго въ этой точкгь на поверхность тгьла. 

§ 10. Формул! преобразован1я интеграловъ, распространенны къ по 
замкнутой поверхности, въ интегралы, распространенные по объему, огра- 
ничиваемому этою поверхностью. 

Пусть им'Ьемъ интегралъ: 



^^^%аxауа., 



распространенный по объему, ограниченному н-Ькоторою замкнутою поверхностью, гд* /* 
есть какая либо функщя отъ х, у, г, сплошная и конечная для всЬхъ точекъ внутри 
и на поверхности объема. 

Этотъ интегралъ весьма лйгко преобразовать въ интегралъ распространенный по 
всей поверхности, ограничивающей объемъ. 

Для этого представимъ себ*, что объемъ разд*ленъ на безконечно-тонк1я приз- 
мы, длины которыхъ параллельны оси -Х-овъ, а с'Ьчен1я которыхъ плоскостями парал- 
лельными плоскости У 2 суть элементарный площадки йуйг. Въ каждой изъ такихъ 
призмъ произведемъ интегрирован1е : 



\^йхЛуЛг 



по ж, по всЬмъ элемеитамъ, изъ которыхъ состоитъ эта призма, получимъ: 



[!<'- = 



ауЛг\±,ах = йу аг (/1— Г) , 
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такъ какъ Лу Аг для всей призмы одно и тоже по всой длин'Ь ея. Величина (^ есть 
значеюе функщи/'натомъ элемент* е^^^ поверхности т'Ьла, который замыкаетъ призму 
съ той стороны, гд* X им-Ьеть ббльшую 
величину (см. черт. 3-й), а (^ есть зна- 2 ЧеЬт.5" 

чеше функщи ( на томъ элемент* й8^ , 
который замыкаетъ призму съ той сторо- 
ны, гд* X им*етъ меньшую величину, ч*мъ 
во вс*хъ остальныхъ частяхъ призмы. 

На чертеж* 3-мъ изображена одна 
такая призма и элементы Л8^ и 6,8^ ; ко- 
нечно, такихъ призмъ, на которыя раз- 
д*ленъ объемъ, безконечное множество, у 
такъ какъ он* безконечно тонки. 

Возстановимъ изъ элементовъ поверхности нормали п внаружу т*ла; во вс*хъ 
элементахъ, такихъ какъ (18^, въ которыхъ направлен1е параллельное положительной 
оси Х-овъ выходитъ изъ объема, нормаль п^ будетъ составлять острый уголъ съ поло- 
жительною осью Х-овъ, во вс*хъ же элементахъ такихъ какъ с^^^, въ которыхъ выше- 
сказанное направяен1е входитъ въ объеМъ, нормаль п будетъ составлять тупой уголъ 
съ положительною осью Х-овъ; проэкцги же каждыхъ двухъ элементовъ, принадле- 
жащихъ одной и той же призм*, на плоскость У2Г, равны площади с*чен1я призмы, 
т. е. йуАг^ такъ что: 

д.8^ С08 (ПдХ) = ЛуЛг (15, а) 

— е?1?1 С08 (пД) =1ЛуЛг, (15, Ъ) 

и вообще, равенства (15, л) им*ютъ м*сто для вс*хъ элементовъ выхода, гд* уголъ 
(Пз, X) острый, а равенство (15, Ъ) — для вс*хъ элементовъ входа, гд* уголъ 
(п^, X) — тупой. 
Поэтому : 

ЩйхЛуйг = /; С08 (пД) йЗ^-^ Д С08 (пД) й8, , 



а а*довательно : 



[[[|^^^у^^= [[^а «08 (пд) сг5з-*- [Г/; С08 (п,х) а8,, 



гд* первый интегралъ второй части распространенъ на вс* элементы выхода, второй — 
на ВС* элементы входа; изъ совокупности т*хъ и другихъ образуется вся поверхность 
т*ла, а такъ какъ оба интеграла второй части цо виду одинаковы, то получаемъ ел*- 
дующее равенство: 



т 



йхйуАг 



-\\ 



(^ш{пХ)а8, (16, а) 



— 18 



гд* интегралъ второй части распространенъ на всю поверхность объема, п есть нор- 
маль къ элементу поверхности с18, направленная внаружу объема, а /*^ = значен1е 
Функц1и /* въ элемент* с18. 

Подобнымъ же образомъ найдемъ дв* друг1я формулы преобразован1я : 



1^..,^ 



'-=Ш, С08 (П 



У) аз 



(16, Ь) 



Г ^^ахс1ус1г= Г к С08.(п^) (18 (16, с) 

$ 11. ДиФФеренц1адьныя уравнен1я для вс1Бхъ точекъ солошнаго де- 
Фориируемаго т1|а. 

Во второй части уравнеша (1, о) § 8-го заи^нимъ величину Х^, находящуюся 
подъ двойныиъ ннтегралонъ, сл'Ьдующею суммою: 

Х^ С08 (ПХ) -+- Ху С08 (П У) и- X, С08 {п2) , 

па основании равенства (1 4, а), зат'Ьиъ преобразуемъ интегралы 

Х^ С08 (пХ) й8, Ху С08 {пУ) й5, X, соз {пТ.) А8 

по формуламъ (16) въ интегралы, распространенные по объему части ^п\ тогда нзъ 
(1, л, Ыз) получится такое равенство, заключающее только интегралъ распространен- 
ный по объему: 

'"""Р-ж)'-ж'-'4'-%]'"'=« <••■'• ^) 



Это равенство должно им^ть м*сто какъ для всего т*ла, такъ и для всЬхъ ча- 
стей его, даже для самыхъ малМшихъ, а для этого необходимо, чтобы во всякой точк* 
т'Ьла им'Ьло м*сто дифференщальное уравнен1е: 






X 



дХу дХ^ 



^. 



(17, а) 



Подобнымъ же образомъ изъ равенствъ (1, 6) (1, с) выведемъ два друг1я диф- 
ференц1альныя уравнешя для той же точки: 



Й(2 



= 8)С7 



дУ 



X 



дУ 



дх 



дг, 



X 



дх 



-5у 

дгу 



^-1- 



дУ: 
дм 



(17, 6) 
(17, с) 



Подъ точкою М зд'Ьсь подразум^Ьваетса всякая такая точка сплошнаго гЬла, 
которая можетъ быть центромъ безконечно-малаго элементарнаго параллелопипеда, 
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вполн'Ь заполненнаго натерхею тФла; ел']^доватвльнОу для всякой точки тгьла, 
хотя бы даже находящейся безконечно-блтко къ его наружной поверхности^ 
долоюны быть удовлетворены дифференцгальныя уравненгя вида (17, а, Ъ, с), 
заБЛЮчающ1л: проэкцги на оси координатъ ускоренгя атой точки, прожиги на 
тгь же оси объемныхъ силъ вь этой точкть и производныя (по координатлмъ) 
отъ проэкцги напряоюеигй, дтйствующихъ въ этой точкп> на площадки^ перпрн- 
дикулярныя къ осямъ координатъ. 

Равенства (17) служатъ основными дифференщальными уравнен1ями теорзи упру- 
гости, гидростатики и гидродинатики. ' 

Возьиемъ теперь равенство (1, е2, Ъ]8) и зам-Ьнинъ подъ интеграломъ второй 
части величины У^ж 2^^ внражетями (14, Ь), (И, с); тогда она получитъ сл*- 
дующ1й видъ: 

|[(уЛ- ^,5^;) со8 (пХ) сг5 -I- 1^ ^^ 



//(.А- 



г,У^ соз {пг) Л8. 

/ 

Каждый изъ этихъ интеграловъ преобразуеиъ по соотв-Ьтственныиг форму- 
лаиъ(16) въ интегралы по объему; первый, преобразованный по формул*]^ (16, а), 
обратится въ : 



1\\{^'^-'Щ^о, 



второй, — по формул* (16, Ь), въ сл'Ьдующ1й: 



\1\{у'^-^-''-кУо, 



трет1й, — по формул* (16, с), въ сл-Ьдугонцй: 



Поел* этого равенство (1, е?, Ыз) получитъ такой видъ: 
-|[[<»2-сЗ)-^-.^'-§-)^0=Д[(2-У.).0; 
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I 

НО во всякой точк* т*ла должны быть удовлетворены дифференцтальныя уравненхя 
(17, й) и (17, с), всл'Ьдств1е чего предыдущее равенство приметь видъ: 



/* /• 



^^ 



(2-У^аО = 0; 



а такъ какъ это должно им'Ьть м'Ьсто для всякой сколь угодно малой части т*ла, то 
следовательно во всЬхъ точкахъ т-бла должно быть : 

г,= У, (18,а) 

Подрбнымъ же образомъ получимъ: 

Х=Д„, (18,6) 

У.= Ху (18,с) 

изъ равенствъ (1, е, /). 

Надо принять во внимание, что направления осей Х-овъ, У"-овъ и ^-овъ могутъ 
быть изменены относительно т'Ьла, такъ что за эти осп можно принять три как1я либо 
взаимно ортогонрьныя направлен1я; еш'Ья бъ виду это зам'Ьчаше, мы можемъ изъ 
предыдущихъ уравнен1й вывести следующее заключен1е. 

Напряжеигя Р^ и 1"^ , дгьйствующгя въ точюь Ж сплошнаю шгьла на двгь 
взагшно-ортогональныя площадки, находятся между собою въ такой З21^исим0' 



стщ что: 



^; со8 (^;, к) = Р, со8 {Р,, п), • (19, а) 



V^^Ъ пик означаютъ взаиино-ортогональныя направлешя нормалей об^Ьихъ площадокъ. 

Съ П0М0Щ1Ю же формулъ (14) в на основан1и райенствъ (18) можно показать, 
что такая зависимость существуетъ не только между напряжен1ями, д'Ьйствующими на 
дв-Ё взаимно-перпендикулярныя площадки, но и въ т'Ьхъ случаяхъ, когда эти площадки, 
проведенный черезъ одну и ту же точку М, наклонены одна къ другой подъ какимъ 
бы то ни было угломъ. 

Въ самомъ д^лФ, пусть Х^ , а^ , V^ суть косинусы угловъ, составляемыхъ съ осями 
координатъ нормалью Ц ко второй площадк-Ь и Х^, У)^, 2^ — проэкщи на оси коорди- 
натъ напряжешя ^Р^^, дМствующаго на эту площадку. По формуламъ (14) найдемъ, 
что какъ: 

такъ Е 

Р^ С08 {Р^, п) = ХдХ -н У^ц и- 2Г^у 

окажутся равными еуии^^: 

-З^х^^»-^ Уу^-^-г-*- '2.VV1^- У, (р.7,-1- VIII) и- г^ (VX,-+- XV,) -н Ху (Х11,Ч- 11Х.), 
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а потому равны между собою: 



-Р„ С08 {Е^,к) = Р, С05 (7^,,п) (19) 

Это значить, что если черезъ какую либо точку ттьла проведемъ деть катя 
либо площадки^ то проэкцгя на положительную нормаль второй площадки на- 
пряоюенгя^ дгьйствуюгцаго на первую, равна проэкцги на положительную нормаль 
первой площадки напряжетя, оуъйствуюгцаю на вторую. 



II. 

Гидростатика. 
§ 12. Уравнен1я равнов1Ьс1я жвдкостеи. 

Разсуждешл и формулы предыдущей главы мы прим'Ьнимъ теперь къ учешю о 
равнов^^сш жидкостей. 

Подо оюидкостью мы понимаема такое сплошное деформируемое тп*ло^ ко-^ 
торое въ состоянги равновгьсгя не оказываете и не выдерживаеть никакихъ тан- 
генцгальныхъ напряженгйу ни натяженгй, но можетъ выдерживать и само ока- 
зывать только давленгя. 

(Сколько изв'Ьстно, всЬ жидкости при своемъ движен1И проявляютъ тангенщаль- 
ныя напряжен1я въ вид'Ь трешя между частями жидкости, а также между жидкостью и 
гЬни тклйжи, съ которыми она граничить). 

Подъ именемъ жидкостей мы будемъ подразум'Ьвать въ гидростатик'Ь и гидроди- 
намик'Ь не только жидк1я, но и еще газообразный вещества. Для отлич1я первыхъ отъ 
газообразныхъ веществъ ихъ называютъ капельными жидкостями. 

Въ большей части вопросовъ гидростатики капельныя жидкости можно предпола- 
гать несжимаемыми, всл'Ьдств1е д'Ьйствительно малой сжимаемости ихъ подъ вл1ян1емъ 
небольшихъ вн'Ьшнихъ давлен1й. 

Газы и гЬ жидкости, сжимаемость которыхъ приходится принимать въ разсчётъ, 
разсматриваются въ гидростатик'Ь подъ именемъ упругихъ жидкостей. 

Прежде всего разсмотримъ а:Ьдств1я, вытекающ1я изъ того предположенхя, что 
никакихъ тангенщальныхъ напряженШ покоющаяся жидкость ни оказывать, ни испы- 
тывать не можетъ. 

Возьмемъ какую либо точку М внутри жидкости и проведемъ черезъ нее: какую 
либо площадку съ положительною нормалью п и три площадки, параллельныя плоско- 
стямъ координатъ. 

Такъ какъ тангенщальныхъ напряжен1й н'Ьтъ, то напряженхе Р^ направлено 
либо по положительной нормали, либо по противоположному направлешю; а, кром'Ь 
того, по той же причин'Ь должны быть равны нулю: У^ и равная ей 2 , 2^^ и равная 
ей Х^, X Е равная ей У^, такъ какъ это суть продкц1и на оси координатъ танген- 
щальныхъ напряжешй на площадки перпендикулярныя къ осямъ. 
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Всл^Ьдств1е этого формулы (Н,а,6,с) для точекъ повоющейся гидвости обра- 
тятся въ сл1^дующ1Я : 

^п= ^Л Уп=^ Уу\^^ ^п= г.^> 

а тавъ вавъ напрягенхе 2^^ направлено по положительной или отрицательной нормали 
м, то проэвщи Р^ на оси воординатъ будутъ равны: 



Сопоставивъ эти равенства съ предыдущип, найдекь, что: 

X = У =2 = ±Р , 

X у ъ п» 

верхн1й знавъ относится въ т'Ьмъ с^^чаямъ, вогда напряжен1Я суть натяхен1я, но та- 
ковыхъ жидвость ни овазывать, ни выдерживать, по предположен1Ю, не можетъ, по- 
этому должно быть: 

^х= Уу= ^%— — -^п' 

Это значить, что нормальныя давлешя на всЬ четыре площадви одинавовы, не- 
смотря на то что он'Ь ор1ентированы различнымъ образомъ. 

Следовательно, разсчитанныя на единицу поверхности давленгя^ дгьйствую- 
щгя на есякгя площадки^ проведенныя черезъ одну и ту оюе точку оюидкости, 
равны между собою^ кань бы различно ни были направлены нормали этихъ пло- 
гцадокъ. 

Это, разсчитанное на единицу поверхности, давлете жидвости называется гидро- 
статическими давленгемъ; мы будемъ обозначать величину его черезъ р. 

И тавъ: 

х.= Уу=-г = -р (20) 

К= -^р^. Уп^ -р^-. г = -р,, (21) 

гдЪ X, [1., V суть восинусы угловъ, составляемыхъ съ осями воординатъ положительною 
нормалью въ площадв'Ь, проведенной черезъ точву М жидвости. 

Въ различныхъ течвахъ жидвости гидростатичесвое давлеше различно и есть 
н^воторая сплошная фунвщя отъ воординатъ точви М. 

Дифференцтальння уравнен1я (1 7) для повоющейся жидвости обратятся въ сл:Ь- 
дующ1я: 

| = 'ЗЕ (%%а) 

| = '3) {Ч%Ь) 

Й = <^3 (22, с) 

воторыя должны им'Ьть мЪсто для вс^^хъ точевъ жидвости. 
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1 

Въ точкахъ поверхности жидкости внтьшнее давлен1е на элементъ ея поверхно- 
сти (направленное внутрь жидкости) должно уравновешиваться съ давлешемъ самой 
жидкости на тотъ же элементъ (направленнымъ внаружу жидкости). 

Применяя уравнен1я (22) къ покоющейся несжимаемой жидкости, всЬ части ко- 
торой им'Ьютъ равную температуру, должно считать а, плотность жидкости, одинако- 
вою во всЬхъ частяхъ ея. 

Применяя же уравнешя (22) къ покоющимся упругимъ жидкостяиъ, надо знать, 
какая существуетъ зависимость между плотностью и гидростатическимъ давлен1емъ раз- 
сматриваемой жидкости. Для газовъ эта зависимость выражается приближенно такъ: 

% 

Р = %<^ (23, а) 

гд'Ь р^ есть какое либо опред']^ленное гидростатическое давлен1е и а^ — плотность, со- 
отв1^тствующая этому давлен1ю. Эта зависимость выражаетъ законъ Мар1отта, кото- 
рому газы сл^дують только приблизительно. 

Во всякомъ случа1^ для каждой упругой жидкости должна существовать какая 
лвбо зависимость между р и а ; пусть 

^ = Г{Р) (23) 

будетъ эта зависимость. 

{13. Услов1я равнов%с1я жидкоста. 

Не при всякихъ объеиннхъ силахъ жидкость можетъ находиться въ равнов']^с1и. 
Въ уравнен1яхъ равнов'Ьс1я (22) первыя части равенствъ суть частння производный по 
координатамъ отъ функщи р, сплошной внутри жидкости; если жидкость несжимаемая, 
т. е. а есть величина постоянная во всЬхъ точкахъ жидкости, то проакщи на оси ко- 
ординатъ объемныхъ силъ должны удовлетворять сл'Ьдующимъ дифференц^альным^ ура- 
внен1ямъ: 



д9_дЗ 


дЗ дЖ 


дЖ дЪ 


'дв ~ ду ' 


дх дг ' 


ду дх 



(24) 



Эти уравнен1я получатся такимъ образомъ: в^въ производную отъ уравнешя 
(22,6) по ^ и производвую отъ уравнешя (22, с) по у, и вычтя второе изъ перваго 
получимъ: 

ду дг де ду \ дм ду) ' 

откуда сл'Ьдуетъ первое изъ уравненгй (24). 

Так1я же услов1я для проэкфй объемной силы получимъ для возможности равно - 
в'Ьс1я жидкости упругой. Въ этомъ случа'Ь перенесеиъ въ уравненхяхъ (22) плотность 
(7 въ первыя части равенствъ и замЪнииъ а, по формул'Ь (23), функщею отъ р. Тогда 
эти уравнен1я можно будетъ представить подъ видомъ: 

^ = 3?. |=®. ^ = 3 (25) 
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гд'Ь П есть фунБфя отъ гндростатическаго давден1я р, вырах&еиая иотеграломъ 



П = Г-^ 



(26) 



а такъ какъ р есть функцш отъ х, у^ г сплошная внутри гидкости, то и П есть тоже 
фунБЩя отъ Ху у, ^, сплошная внутри жидкости. 

Изъ уравнен1й (25) заоючимъ, также какъ и для несжииаемой жидкости, что 
объеиныя силы должны удовлетворять дифференщальнымъ уравненхямъ (21). 

Дифференц1альпыя уравнен1я (24) требуютъ, чтобы X, §) и 3 были частными 
производными по X, по у Е по отъ какой либо функцш П отъ х^ у^ г: 

зе = ё>® = ^. 3 = Ш (27) 

Эта функщя Л называется потеицгальиою функцгею объемных^ силЪу а так1Я 
объемный силы называются объемными силами, имтщими потенцгалъ, 

И такъ, какъ несэюимаемыя, такъ и упруггя жидкости могупьъ находишься 
66 покоть подъ влгянгемъ такихъ объемныхъ сим, которыя имгьютъ потенцгалъ. 

Все, сказанное въ § 25-мъ кинетики матерьяльной точки относительно потен- 
шальной функцш силъ, приложенныхъ къ матерьяльной точк*!}, относится также и къ 
потенщальной функщи объемныхъ силъ, а именно: 

а) Черезъ каждую точку того пространства, внутри котораго потенщальная 
функц1Я и им^етъ д'Ьйствительныя значен1я, можно провести поверхность уров- 
ня, на всЬхъ точкахъ которой V будеА> им^ть то же самое численное значеше, какое 
им'кетъ и въ разсматриваемой точк'Ь. 

б) Направден1е объемной силы, д^^йствуюш,ей въ разсматриваемой точк'Ь, пер- 
пендикулярно къ проходящей черезъ нее поверхности уровня и направлено въ сторону 
возрастающихъ параметровъ поверхностей уровня; величина объемной силы равна 
корню квадратному изъ суммы квадратовъ частныхъ производныхъ (27). 

Подставивъ въ уравнен1я (22) вм'Ьсто проэкщй объемной силы частный произ- 
водный (27), помноживъ эти уравнешя соотв^^тственно на Лх, €1у ш Лг и сложивъ, 
получимъ: 

др 
дх 



А.^|й,^^?й = ,(^й.^*^й,ч.», 



или 

(Лр^пасШу 

такъ какъ р ж II суть функц1И только отъ х, у, г ж написанные выше тричлены суть 
полные дифференщалы этихъ функщй. 

Полученное дифференщальное уравнеше им'Ьетъ интегралъ : 

^) = а&'н-Г, (28) 

гд-Ь Г — произвольная постоянная. 
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Изъ подувеннаго интеграла (28) видно, что р, д^Ьленноб на а, отличается отъ 27 
только на постоянную величину (Г : а) и что, сл'Ьдовательно, во всгьхъ точнахъ одной и 
тай же поверхности уровня потенцгальной функцги гидростатическое давленге 
въ покоющейся несжимаемой оюидкости имгьетъ одну и ту оюе величину; то есть, 
поверхности уровня силъ суть вм'Ьст1^ съ т'Ьмъ и поверхности одинаковаго гидростати- 
ческаго давлен1Я. 

Отсюда сл']Ьдуетъ, что если несжииаеиая покоющаяся жидкость им'Ьетъ свобод- 
ную поверхность, вн'Ьшнее давленте на которой ии'Ьетъ одинаковую величину во мЬхъ 
точкахъ ея, то эта поверхность должна быть поверхностью уровня т'Ьхъ объемныхъ ' 
силъ, которыиъ подвержена жидкость. 

Перейдеиъ къ' разсиотрЪшю услов1й равнов'Ьс1я жидкости упругой. 

Изъ уравнешй (25) получииъ сл'Ёдующее дифференщальное уравненхе: 

которое им'Ьетъ идтегралъ: . 

п = СГч-г (29) 

Такъ какъ П есть функщя только отьр, то изъ (29) сл'Ьдуетъ: 

р=Р{и^т), (30) 

гд'Ь Р есть функщя обратная функщи П отъ^; дал']^е, изъ равенства (23) найдеиъ 
выражеше для сг: 

а = Г{Г{и-^Г)) (31) 

Изъ равенствъ (30) и (31) видно, что тамъ, гд'Ь 27 постоянно, тамъ постоянны 
какъ р такъ и (т, т. е. въ упругой покоющейся жидкости поверхности уровня 
потенцгальной функцги объемныхъ силъ суть вмп^стп» съ тгьмъ поверхности рае- 
наго гидростатическаю давленгя и поверхности одинаковой плотности. 

Если упругая жидкость подчиняется закону Мархотта, то 



% 



поэтому формулы (30) я (31) получать тогда а%дующ1й видъ: 

р = Е^'', <т = ^.К^", (32) 

гд* 



о. 



$ 1 4. Равнов%с1е тяжелой неежшаемой жмдкосп въ соеудахъ. Дав^^ 
н1е на дно ■ ст1Ьнкн еоеуда. Давлен1е на пюекую станку. Центръ давлен1я. 

Пусть Еакая либо тяжелая несхимаеиая жидкость находится въ какомъ либо 
сосуд-Ь. Расположимъ положительную ось У-овъ по направленш силы тяжести, оси 

3 
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Х-овъ и 2-оъъ горизонтально. Такъ вакъ проэвщи на эти оси силы тяжести, разсчи- 
танной на единицу иасеы, суть : 

эе = о, ©=(?, 3 = 0, 

то потенщальная функщя этой силы будетъ: 11=ду. 

Прим'Ёнйвъ сюда формулу (28) предндущаго параграфа, будемъ ии'Ьть дзя рав- 
нов'Ёс]я тяжелой несжимаемой жидкости 'сл1^дующее выражен1е гидростатичесваго 
давлен1я: 

р = (тдучг-Г (33) 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что поверхности равнаго давлен1я покоющейся тяжелой жид- 
Еости суть горизонтальный плоскости. 

Бели во всЬхъ точвахъ свободной части поверхности вн'Ьшнее давлен1е тжкетъ 
одну и ту же постоянную величину, то эта часть поверхности будетъ горизонтальна. 
Пусть Р есть величина вн-Ьшняго давлен1я на эту поверхность, въ плоскости которой 
пом-Ьсти^ъ начало координатъ; въ такомъ случай Г должно быть равно Р и выра- 
жеше (33) получитъ сл'Ьдующ1й видъ: 

р = адучг^Р , (33, а) 

Давлен1е жидкости, находящейся въ сосуде, на какой либо ничтожно-малый эле- 
ментъ дна или сгЬнокъ сосуда направлено по нормали къ этому элементу, проведенной 
внаружу жидкости. 

Если дно сосуда горизонтально, то полное давлен1е жидкости на всю поверх- 
ность его будетъ равно: 

Р8 -I- (^ду8у 

если /5 есть величина поверхности дна, у — глубина его подъ горизонтомъ свободной 
поверхности. 

Если часть станки сосуда им-Ьетъ видъ плоской, хотя и негоризонтальной фигуры, 
то совокупность всЬхъ гидростатическихъ давлен1й жидкости на эту плоскую фигуру 
будетъ совокупностью параллельныхъ между собою {И перпендикулярныхъ къ алоскостп 
станки силъ, приложенныхъ ко вс1^мъ элементамъ этой площади. 

Такъ какъ совокупность параллельныхъ и одинаково направленныхъ силъ, при- 
ложенныхъ въ твердому гЬлу, всегда иожетъ быть ураввов'Ьшена одною силою или 
приведена къ одной сил^Ь, то и совокупность гидростатическихъ давлен1Й на плоскую 
ст'Ьнку иожетъ быть приведена къ одной силЪ. Величина этой силы равна сумм'Ь ги- 
дростатическихъ давлешй на всю плоскую фигуру, а точка приложен1я равнод'Ьйствую- 
щей этихъ параллельныхъ силъ'называется тнтромь гидростатическихъ давлеигй 
на эту плоскую фигуру. Мы теперь покажемъ, какъ вычисляется величина равнод']^й- 
ствующей такихъ давлен1й и м-Ьсто центра ихъ. 

Для упрощен1я вычислешй расположимъ плоскость Х2 не въ свободной поверх- 
ности, но въ такой горизонтальной плоскости, въ которой оно было бы равно нулю, 
если бы гидростатическое давлеше убывало вверхъ ютъ свободной поверхности по 
тому же закону^ по какому оно прибываетъ внизъ. Можно сказать еще иначе: пред- 
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ставимъ себ'Ь, что давленхе Р на свободную поверхность удалено, и взаи'Ьнъ его на 
эту поверхность налить аой той ге самой жидкости, на новую свободную поверхность 
котораго вн'Ьшняго давлен1я н']^тъ, а толщина слоя такова, что онъ на прежнюю сво- 
бодную поверхность производитъ гидростатическое давлеше равное Р; толщина этого 
слоя должна .быть равна : 

9^' 




О о\ 



^Х 



• Крон* того, пом-Ьстимъ новое начало координатъ и новую ось Х-овъ въ плоско- 
сти той фигуры, на которую желаемъ определить давлен1е, а кром* оси О У возь- 
мелъ еще другую ось ОТ, перпендикулярную къ оси Х-овъ и заключающуюся въ 
плоскости фигуры. 

На чертеж^^ 4-мъ изображены: сл^ва — 
сЪчеше жидкости и плоской фигуры, а также 
и ея плоскости, вертикальною плоскостью ^ОТ,' 
справа — представлена плоокость ХОТ и видъ 
плоской фигуры (какой бы то ни было), на 
которую требуется определить давлен1е. 

Разобьеиъ плоскую фигуру на безконеч- 
но-налые элементы прямыми, параллельными 
осямъ Х-овъ и Т-овъ. Пусть А есть одинъ 
изъ такихъ элементовъ, хжу\ — координатъ 
его относительно осей ОХ и ОТ, Лхдгц — 
величина его площади, ^ = 'У) 8Ш а — координата его по оси У-овъ, подразумевая 
подъ а уголъ, составляемый плоскостью фигуры съ горизонтомъ. Гидростатическое да- 
влен1е на этотъ элементъ будетъ равно теперь площади его, умноженной на оду^ такъ 
какъ теперь гидростатическое давленхе въ плоскости Х^ есть нуль. 

Поэтому сумма или главный векторъ гидростатическихъ давлен1й на всю площадь 
будетъ равна : 




Ъ 



= оу 8111 а 



1Г) Ах Л% 



где интегралъ распространенъ на всю площадь фигуры. 

Этотъ интегралъ выражаетъ величину статическаго момента площади относи* 
тельно оси Х-овъ и следовательно равняется величине площади, умноженной на раз- 
стоян1е 7] центра тяжести С площади отъ оси Х-овъ, такъ что: 



5 = (731 зш а . 5 1п_== ^дВу., 



(34) 



где 5 — величина площади, у^ — разстояше центра тяжести ея отъ плоскостк X2^. 

Следовательно, полное давленге жидкости на наклонную плоскую плоищдь 
равно давленгю на такую оюе горизонтальную площадь^ находящущя на той же 
самой глубинп}^ на какой находится центръ тяжести наклонной площади. 

Для определен1я положен1я центра давлен1й, т. е. центра параллельныхъ силъ, 
надо составить главные моменты давденШ вокругъ осей ОХ и ОТ и приравнять ихъ 

3* 
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соопгктетвмшшъ юмнтам гшвнаго ввжтора В^ приожепаго къ это! точк'Ь Д. 
Тлюти момента веай еовоЕупиоетя еиъ вокртгъ сказаншиъ оее1 выразятся такъ: 



/|я^*„ ]]. 



гд1( /; ^= 0^1) 9111 а; а если х^%У[^ суть координаты иеконаго центра давлетй, то мо- 
менты приложеннаго къ нему главнаго вектора В будуть: В1\щ и Бх^. Поэтому: 



Вт)^= од 8Ш а 1^йхйг[, (35, а) 



^= ад 81П а т) 

I Вх^= ад 81П а хг(\йхйг\ (35, Ъ) 

Интегралы, заключаюицеся во вторыхъ чаетяхъ\8тихъ выражений суть: тотъ, ко- 
торый находится въ (35, а), выражаетъ моментъ инерщи площади вокругъ оси Х-овъ; 
тотъ-же, который находится въ(35,&), выражаетъ произведете инерщи площади 
относительно осей X и Т. 

Ивъ выражешй (35, а), (35, &) и (34) сл'Ьдуютъ выражешя: 

1^г\^йхйх^ 1^ xx\йxй^^ 

ииъ которыхъ видно, что положенк центра давлецш Ц на площади не зависишь 

оть того^ подь каким уиомг а наклонена площадь къ горизонту. 

Оеначимъ черевъ х ж ^ координаты точекъ площад!! относительно осей, парал- 

лельиыхъ осямъ ОХ, ОТ, но проведенныхъ черезъ центръ С инерщи площади; при- 

момъ въ раесчетъ, что статическ1е моменты площади относительно новыхъ осей равны 

нулю и означимъ черезъ А^ моментъ инерц1и площади относительно новой оси Х-овъ 

и черезъ 2^^^— произведен1е инерц1и относительно новыхъ же центральныхъ осей. Еакъ 

намъ уже известно: 

гг 




н теперь легко найдемъ следующее равенство: 






щаха-ц=^8хг1с-*'К^ 



если подставммъ подъ мнтеграломъ (д?^-4- г) вм4сто х и (т1^-н V) — вместо ч. 
Поэтому прелыдущ1я выражешя д дя х^ м 1)^ обратятся въ сгЬдующ1я: 

Ч,= 1с-»-^'; (Зв,а) 



— 29 - 

Первая изъ этихъ формулъ выражаетъ, что центръ давлвн1й находится на оси 
качан1й площади вокругъ оси щшЬ^ь, ОХ. 

{15. Совокрнос]гь давленШ жидкости на погруженное т^Бло. Законъ 
Архимеда. 

Давлбн1е несжииаеиой поБоющейся жидкости, подверженной сил'Ь тяжести^ на ка- 
кую либо поверхность, есть совокупность нориальннхъ гидростатическихъ давлешй, 
д^^Йствующихъ на всЬ элементы этой поверхности. 

Составииъ выражешя проэкц1й главнаго вектора и главнаго момента гидростати- 
ческихъ давлея1й на всю поверхность т'Ьла, вполне погруженнаго въ жидкость. 

Пусть с18 есть одинъ изъ элеиентовъ поверхности т4ла, л?,, у,, ^, — его коорди- 
наты; означимъ черезъ N направлен1е нормали къ поверхности т1кла, проведенной изъ 
точки элемента Л8 внаружу т'Ёла и^ значитъ, внутрь жидкости. 

Проэкщи на оси координатъ силы гидростатическаго давлен1я, приложенной къ 
элементу (18 будутъ : 

—р^ С08 (-ЛГ, X) аз, — р, С08 {N, У) с18у —р^ ш {N, 2) а8, 

поэтому проэкцш главнаго вектора и главнаго вокругъ начала координатъ момента со- 
вокупности давлешй на всю поверхность выразятся следующими интегралами: 



■№■ 



В,^-\иш(Н,Х)а8, (37, а) 



в,= - ^'.со8(^\г, У)а8, (37,ь) 



В^ = -{^ш{N,г)а8, (37,с) 

Л,= -^\рАУ,^оЦN,г)-е^ш{N, У))с18, (38, а) 

•^,= - |и (^, С08 (^^, X) - а:, С08 (Л^, ^)) ^5, (38, &) 

Л^= -^ ГГр, (х^ С08 (^^, У) - у, С08 (ЛГ,Х)) а8 (38, с) 

гд'Ь интегралы распространены на всю замкнутую поверхность вполн'Ь погруженнаго въ 
жидкость гЬла. 

Преобразуемъ теперь эти интегралы по формуламъ (16) § 10-го предыдущей 
главы въ интегралы, распространенные по всему объему погруженнаго гЬла; но прежде 
этого мы предположимъ^ что значен1я р и поверхности равнаго давлешя продолжены 
внутрь т']^а по тому же закону, какому они слЬдуютъ въ жидкости, то есть, что во 
всякой точк'Ь внутри т'Ьла мы даемъ функщи р то самое значен1е, которое оно им^о 
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бы, если бы н'Ьсто т^а занимала покоющаяся несжимаемая жидкость, такая же самая, 
въ какую погружено т'Ёло. 

Всл4дств1е этого преобразовашя, формулы (37, а) и (38, а) получать сл'Ьдующ1й 

видъ: 

НО для тяжелой несжимаемой жидкости, находящейся въ поко'Ь, частныя производныя 
отъ ;? по о; и по ;е^ равны нулю, а 



др 
Ту 



= <^> 



«ели ось У-овъ направлена параллельно силЪ тяжести. 

Совершивъ преобразовашя по форкулаиъ (16) надъ вырахешяии (37) и (38), 
иы, следовательно, получииъ: 



X ' 



г,=о, 



л. 



X 



= ,Ж.0= 



^гд^г^^ 



\ . . (39) 



5,= - одУ, 



Д = 0, 



у 



Л. 



=2 — ад\\\ хй0 = — ад7х^, 



• • (40) 



гд4: 



Г= 



^^ 



АО 



есть величина объема погруженнаго т'Ьла, а интегралы въ выражен1яхъ Л^ и Л^ суть 
величины статическихъ моментовъ этого объема относительно плоскостей ХУи У2\ 
^ц ^ ^ц ^^У^ь координаты центра инерщи массы однородной плотности, заполняющей 
объемъ V. 

Бакъ известно изъ статики твердаго тЪщ совокупность какихъ либо силъ, при- 
ложенныхъ къ твердому т^у, можно уравнов'Ьсить вообще двумя силами; если же 
главный моментъ совокупности силъ перпендикуляренъ къ главному вектору, то тогда 
совокупность си1ъ можетъ быть уравнов'Ьшена только одною силою. 

Въ самомъ Д'Ьл'Ь, пусть В^, Ву, В1 суть проэкц1и на оси координатъ главнаго 
вектора В совокупности силъ, приложенныхъ иъ твердому т'Ьлу, а Л^у ^ , X — про- 
дкц1и главнаго момента Л^ этой совокупности вокругъ начала координатъ. 

Положимъ, что силы, приложенныя къ точкамъ свободнаго твердаго гЬла, не 
уравновешиваются между собою, т. е., что всЬ или н'Ькоторыя изъ шести величинъ: 

В^у В,,. В^ш л^у д.,, л^ 

дг» у1 X* X' У' 2 



не равны нулю; спрашивается, нельзя ли уравнов'Ёсить эту совокупность силъ одною 
«илою, приложенною къ некоторой точк']^ того же т']&ла? 
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Означимъ черезъ X, У, ^ проэкц1И искомой силы на оси координатъ и черезъ ' 
X, у, г координаты точки ея приложен1я. 

Чтобы данная совокупность силъ уравяов'Ьсилась этою силою, необходимо, чтобы 
были удовлетворены равенства: 

Л -ну2 — гУ=0, Х-4-^Х— а?Л=0, Л^'^хУ—уХ=0. 
Изъ нихъ можно составить сл'Ьдующее равенство: 



В^Л^^В^Л^^В^Л = -Х{гУ-у2)-У{хг-1^Х)-2{уХ — хУ), 

вторая часть котораго, очевидно, равна нулю; поэтому и первая часть его должна быть 
равна нулю, если данную совокупность силъ можно уравнов'Ьсить одною силою. 

Следовательно, для того, чтобы данную совокупность силъ, приложенныхо 
къ свободному твердому тгьлу, можно было уравнов1ьсить одною силою, необхо- 
димОу чтобы было удовлетворено условге: 

ч 

В,Л,-^В„Л^-*-В.Л=0, (41) 

т. е., чтобы главный моментъ и главный векторъ данной совокупности силъ были 
взаимно перпендикулярны и чтобы притомъ главный векторъ не былъ равенъ нулю. 

Изъ выражен1й (39) и (40) оказывается, что главный векторъ и главный мо- 
ментъ гидростатическихъ давлен]й на поверхность вполн'Ь иогруженнаго т^Ьла взаимно- 
перпендикулярны; изъ этого сл'Ьдуетъ, что если вполнп» погруженное въ жидкость 
т^ьло будетъ твердое^ то совокупность гидростатическихъ давленгй на его по- 
верхность можетъ быть уравновгьшена одною сгшт. 

Изъ выраженШ (39) и (40) прямо видно, что величина уравнов'Ьшивающей силы 
равна (тдУ, т. е. в'Ьсу выт'Ьсняемаго т'Ьломъ объема жидкости, что направлен1е ея со- 
владаетъ съ,направлен1емъ силы тяжести и что точка приложен]я этой силы должнгС 
совпадать съ центромъ Ц инерщи объема V. 

Сл'Ьдовательно, гг^ростатическгя давленгя на поверхность твердаго ттьла^ 
вполнп» погруоюеннаю въ тяжелую несжимаемую покоющуюся жидкость, приво- 
дятся къ одной силгь, направленной снизу вверхъ, равной вгьсу вытп»сняемаю тгь- 
ломъ объема жидкости и приложенной къ центру тяжести объема; это и есть 
изв'Ьстный законъ Архимеда. 

Разсмотримъ теперь какъ выражаются главный векторъ и главный моментъ сово- 
купности гидростатическихъ давлен1й и давлен1й атмосферы на т'Ьло не вполн1Ь погру- 
женное въ покоющуюся жидкость. 

Мы предположимъ, что та часть поверхности т'Ьла, которая не находится въ жид- 
кости, выступаетъ изъ нея, подвержена тому же самому вн'Ьшнему давлешю Р на еди- 
ницу поверхности, какому подвержена свободная поверхность жидкости. Въ д'Ьйстви- 
тельности такъ именно и дМствуетъ давлен1е атмосферы. , 

Въ такомъ случа'Ь проэкц1И главнаго вектора всЬхъ давленШ на поверхность т'Ьла 
и главнаго момента ихъ выразятся интегралами (37) и (38), распространенными на всю 
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поверхность т'Ьла^ но только надо им'Ьть въ виду, что во всФхъ элеиентахъ поверхности, 
подвергающихся давлен1Ю атмосферы, давлен1е р^ им'Ьетъ одинаковую величину Р. 

Произведя надъ интегралами (37) и (38) преобразован1е по формуламъ (16-мъ), 
мы должны теперь предположить, что внутри той части объема т^ла, которая нахо- 
дится выше продолженной внутрь т^Ьла свободной поверхности жидкости, р им'Ьетъ по- 
стоянную величину Р; всл'Ьдств1е втого производная оть р поу въ этой части объема 
т^ла равна нулю, а въ остальной части объема, находящейся ниже продолженной сво- 
бодной поверхности, по прежнему: 

др 



ду 



= ад. 



По этимъ причинамъ проэкцги главнаго вектора и глаенаго момента гидро- 
статическихъ и атмосферныхъ давленгй на поверхность не вполнгь погруженнаю 
въ (нсидкостъ т7ьла выразятся опять формулами (39) и (40), но теперь V вира- 
окаетъ объемъ не всего ттьла^ а только шмтыцающгй жидкость объемъ^ т. е. ту 
часть объема тп>ла, которая находится ниоюе уровня свободной поверхности; 
Хщ и г^ суть координаты центра тяжести этого объема. 

Если полу погруженное въ покоющуюся несжимаемую жидкость т'Ьло есть твердое, 
то совокупность всЬхъ гидростатическихъ и атмосферныхъ давлен1й на поверхность 
т'Ьла приводится къ одной сил'Ь, направленной снизу вверхъ, равной ьЩ изм'Ьщеннаго 
объема жидкости и приложенной къ центру тяжести изм'Ьщеннаго объема. 

$ 16« Увдов1я равнов^Бс1я н устойчивости равнов^Ьс^я тяжелаго твер- 
даго т^^ла, плавающаго въ несжимаемой тяжелой покоющейся жидкости. 

Для равнов'Ьс1я тяжелаго твердаго т^Ьла, плавающаго въ тяжелой жидкости, не- 
обходимо: 

1) чтобы в'Ьсъ жидкости, вытесненной погруженною частью т4ла, былъ равенъ 
в-Ьсу т*ла; 

2) чтобы центръ С тяжести гЬла былъ на одной вертикальной лин1И съ цен- 
тромъ Ц изм'Ьщеннаго объема жидкости. 

Твердое т-Ьяо, уд-Ьльный в-Ьсъ котораго равняется удельному в4су жидкости, бу- 
детъ въ равнов'Ьс1И, когда оно будетъ вполн* погружено въ жидкость и когда центръ 
С его тяжести и центръ тяжести Ц его объема будутъ на одной вертикальной лин1й, 
потому что тогда главный векторъ и главный моментъ всЬхъ силъ приложенныхъ къ 

т*лу равны нулю. 

Такое положен1е равнов'Ьс1я будетъ устой- 
чивымъ тогда, когда центръ Ц будетъ выше 
центра тяжести т-Ьла С и будетъ неустой чи- 
вымъ въ противоположномъ случа'Ь. Въ самрмъ 
Д'Ьл1Ь, въ первомъ случа'Ь, при отклонен1и ли- 
Н1И ЦС отъ вертикал ьнаго положен1я, пара 
силъ ЦР и СР' (черт. 5) будетъ стремиться 
уменьшить уголъ ф, во второмъ же случа'Ь 
(черт. 6) будетъ стремиться увеличить этотъ 

уголъ, т. е. опрокинуть т'Ьло {СР^ изображаетъ в'Ьсъ т'Ьла). 

Относительно же всякихъ поступательныхъ перем'Ьщешй т'Ьла оба положен1я равно- 
в'Ьс1Я безразличны, пока т'Ьло не выступаетъ изъ жидкости. 
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Можно сказать, что твердое т'Ьло, уд-Ьльный в'Ьсъ котораго равняется уд-Ьльному 
в'Ьсу жидкости, будучи погружено въ нее, ии'Ьетъ два положешя равнов^^С1я, одно 
устойчивое, другое неустойчивое. 

Твердое гЬло, уд'Ьльный в4съ котораго мен4е уд'Ьльнаго в4са жидкости, имЬетт» 
не мен'Ье двухъ, а большею част1Ю н'Ьсколько положешй равнов'Ьс1я, для опред^лешя 
которнхъ Егоступаютъ нижесл'Ьдующииъ образомъ. 

Преакде всего сл-Ьдуеть провести плоскость АВ (черт. 7), отделяющую отъ 
тФла ТТ(черт. 7, на котороиъ изображены сЬченхя гЬла и поверхностей, объ кото- 
рыхъ будетъ р4чь впереди, плоскостью чертежа) объемъ АВВ, величина котораго V 
должна равняться величине отношешя ; 



7= 



м 
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гд'Ь М — масса т4ла, сг — плотность жидкости. 

Очевидно, что можно провести безчисленное множество такихъ плоскостей, удо- 
влетворяющихъ этому требованш и что всЬ так1я плоскости обвертываютъ некоторую 
замкнутую поверхность, которую мы назовемъ поверхностью 
оъченгй (пусть аЬЛ представляетъ лин1Ю пересЬчешя этой 
поверхности плоскостью чертежа 7-го): с'Ькущ1я плоскости 
АВ мы будемъ называть плоскостями плаваигя. 

Положен1я центра инерщи Д отсЬченнаго объема Л 1)Б, 
соотв'Ьтствующ1я всевозможнымъ положешямъ плоскости пла- 
ван^^^ по отношен1ю къ т'Ьлу, образуютъ собою другую по- 
верхность, называемую поверхностью центровъ. (На чер- 
теже 7-мълишя а^^ изображаетъ кривую пересЬчешя этой 
поверхности плоскостью чертежа). 

Если соединить центръ инерщи С т'Ьла съ какою либо 
точкою // поверхности центровъ прямою СД, то, вообще 
говоря, эта прямая не будетъ перпендикулярна къ со- 
отв'Ьтствующей плоскости плавашя АВ. Поэтому, если пом'Ьстить т'Ьло въ жидкость 
такъ, чтобы какая бы то ни было плоскость . плаван]я АВ совм'Ьстилась съ уровнемъ 
свободной поверхности, то т'Ьло въ этомъ положен]и въ равновес1и не останется, по- 
тому что центры (7 и Д не находятся на одной вертикальной лин1и. 

Однако, найдутся нав'Ьрно два, а можетъ быть и бол'Ье такихъ положен1й 
точки Д, въ которыхъ прямая СД окажется перпендикулярною къ соотв'Ьтственной 
плоскости плаван1Я. Так1я положен]я точки Д и плоскости плаван1я соотв'Ьтствуютъ 
положешямъ равнов4с1я т'Ьла. 

Бели поверхность гЬла бол'Ье или мен^е правильна и им'Ьетъ симметр1ю относи- 
тельно трехъ взаимно-перпендикулярныхъ плоскостей, или есть поверхность вращен1я, 
и если центръ тяжести С т'Ьла находится на одной изъ осей перес'Ьчен1я этихъ пло- 
скостей или на оси вращен1я, то н1^которые изъ положен1й равнов'Ьсгя гЬла очевидны 
и безъ построешя поверхностей сЬчешй и центровъ. Такъ, наприм'Ьръ, понятно само 
по себе, что для одно^однаго эллипсоида о трехъ осяхъ и для всякаго однороднаго 
гЬла, им^ющаго три плоскости симметр1и, возможны шесть положешй равновёсхи, въ 
каждомъ изъ которыхъ плоскость плаваш'я параллельна одной изъ плоскостей симие- 
тр1И. Для однороднаго т'Ьла вращешя, им^ющаго, кроме оси симметрш, еще эквато- 
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р1адьную плоскость симметрш (эллипсоидъ вращвн1я, круговой цилгадръ, и т. п.) воз- 
можны положетя равнов'Ьс1я: вертикальное и безчисленное множество горизонтальныхъ. 
Для однороднаго шара число положенхй равнов'Ьс1я безконечно-велико, такъ какъ во 
всякомъ его положен1И центръ инерщи погруженной части будетъ на одной вертикаль- 
ной лиши съ центромъ тяжести однороднаго шара. 

Возьмемъ теперь неоднородный эллипсоидъ, центръ тяжести котораго находится 
на большой оси его, но не въ центр*. Въ этомъ случа* очевидны два положвн1Я рав- 
нов*с1я, при которыхъ большая ось эллипсоида будетъ вертикальна; но существуюгь ли 
еще положетя и каковы они, — для ответа на эти вопросы придется строить или 
определять видъ поверхностей с'Ьчен1й и цевтровъ. 

Полное опред4лен1в всЬхъ возможныхъ положен1й равнов'Ьс1я значительно облег- 
чается при помощи следующей теоремы. 

Еасателъныя плоскости къ поверхности центровъ параллельны плоско- 
стямь плаеангя, соотвгьтствующимъ точкамъ касангя. 

Детрудно доказать эту теорему. Пусть ЛВ (черт. 8) 

„ 9" есть которое либо положен1е плоскости плаван1я, Ц — со- 

Г^* ответственная ей точка поверхности центровъ. Проведемъ 

^ \^ ^- • \^ • ^ 2^Ц какое либо другое соседнее положеше А^^ плоскости пла- 

ван1я и пусть Ц^ — соответственная точка поверхности 
центровъ. Оба положешя плоскости пересекаются по пря- 
мой ЖЕ. 

Оба объема АВТ) и А^В^В^ равны между собою; а 
такъ какъ они имеютъ общую часть: А^ЕВВНА^^ то и 
объемы клинообразныхъ частей: АГНА^еВНГВ^ равны между собою. Пусть Е есть 
центръ инерщи объема А^РВВНА^ , е — центръ инерщи клина АРНА^ и е^ — 
центръ инерщи клина ВЯТ^Б^ . Такъ какъ объемъ АВВ, отсекаемый первымъ по- 
ложбН1емъ плоскости плавашя, равенъ сумме объемовъ клина АРНА^ и общей части 
А{РВВНА^^ то центры инерщи с, Цу Е должны лежать на одной прямой и отноше- 
Н1е величинъ разстоян1й Це и ЕЦ должно равняться величине отношешя объема общей 
части А^ЕВВНА^ къ объему клина. По такой же самой причине и центры инерщи 
е^^ Ц^т Е должны тоже лежать на одной прямой и отношеше разстоян1й Ц^е^ и ЕЦ^ 
должно равняться величине отношен1я объема А^РВВНА^ къ объему клина; следо- 
вательно: 

Це _ Ще^ 
ЕЦ~ ЕЦ^ 

и стало быть прямая ЦЦ^ параллельна прямой ее^ . 

Представимъ себе теперь, что мы приближаемъ положен1е А^В^ плоскости пла- 
ван1я до совпаден1Я съ положен1емъ АВ; соответственно этому и точка Д поверх- 
ности центровъ будетъ сближаться съ точкою Ц, причемъ направленхе ЦЦ^ будетъ 
приближаться къ совпадению съ касательною плоскостью, проведенною къ поверхности 
центровъ въ точке Д, а въ пределе оно и ляжетъ въ эту поверхность. По мер* 
того же приближен1А плоскости А^В^ къ плоскости АВ, точки е^^ж в сближаются съ 
последнею и въ пределе прямал ее^ совпадетъ съ плоскостью АВ. Имея въ виду, что 
и въ пределе направлен]я ее^ и ЦЦ^ параллельны между собою и что сказанное нами 
относится къ точкамъ Д (и къ соответственнымъ плоскостямъ А^В^\ взятымъ въ 
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любоиъ направленш ао еос'Ьдству съ Д, мы иожемъ заключить, что дМствительво 
Еасате^1ьнад илоскость къ поверхности центровъ въ Ц параллельна плоскости пла- 
вашя АВ. 

Изъ этой теоремы сл'Ьдуетъ, что полооюенгямъ равновгьсгя соотвгьтсшвуютъ 
тть точки Ц поверхности центровъ, въ которыхъ прямая СЦ нормальна къ по- 
верхности. 

Сл']^довательцо, чтобъ опред'Ьлить всё положен1я равнов'Ьс1я т^^ла, надо по- 
строить поверхность центровъ и опустить на нее нормали изъ центра тлжести гЬла; 
найденныя такииъ образомъ точки поверхности центровъ будутъ служить центрами 
тяжести изм'Ёщенной жидкости при положен1яхъ равнов'Ьск/ 

Такъ, въ вышеупомянутомъ прим'Ьр'Ь неоднороднаго эллипсоида, поверхность 
центровъ будетъ также эллипсоидомъ подобнымъ наружному ; изъ центра С тяжести, 
находящагося на большой оси, можно опустить еще четыре нормали на поверхность 
эллипсоида, кром'Ь гЬхъ, которыя совпадаютъ съ большою осью; эти четыре нормали 
заключаются по дв'Ь въ двухъ главныхъ Д1аметральныхъ плоскостяхъ эллипсоида, 
проходящихъ черезъ большую ось, Сл'Ьдовательно, и такой эллипсоидъ им']^етъ шесть 
положешй равнов'Ьс1я въ жидкости, столько же, сколько и однородный. 

Разсмотримъ теперь услов1Я устойчивости положен1й равнов'Ьс1я твердаго тяже- 
лаго т'Ьла, плавающаго въ тяжелой жидкости, но не вполн'Ь погруженнаго. 

ВсЬ положен1я равнов'Ьс1Я устойчивы для такихъ поступательныхъ перем1Ьщешй, 
при которыхъ т'Ёло опускается или подымается. Въ самомъ Д'Ьл']^, при опускаши т'Ьла, 
объемъ выт1^сняемой жидкости увеличивается, сила д'Ьйствующая снизу вверхъ полу- 
чаетъ преобладаше надъ в'Ьсомъ т'Ьла и избытокъ ея надъ посл'Ьдней стремится при- 
поднять т'Ьло ; обратно, при подыман1и тЬла, объемъ вытесняемой жидкости умень- 
шается, а съ нимъ и величина силы д'Ьйствующей снизу вверхъ и надъ ней получаетъ 
лреобладан1е в'Ьсъ т'Ьла. 

Для поступательныхъ перем'Ьщен1й, при которыхъ гЬло не опускается и не по- 
дымается, всЬ положен1я равновЫя безразличны. 

Если твердое тФло, находившееся въ положен1и 
раБнов'Ьс1я, будетъ отклонено, изъ этого положен1я, 
такъ что ЛИН1Я СЩ^ соединяющая центръ тяжести 
Т'Ьла съ центромъ тяжести новаго изм'Ьщеннаго объема 
не будетъ уже вертикальною, то, для судден1я объ устой- 
чивости положен1я равнов'Ьсхя, придется разсмотр'Ьть, 
стремится ли пара силъ СР^ (в'Ьсъ гЬла) и ЩР (давле- 
Н1е жидкости) возвратить т^ло въ положеше равнов'Ь- 
С1я или же еще дал'Ье опрокицуть его. 

ПоАоженге равновгьсгя будетъ несомнгьнно 
устойчивымъ, если точка С ниже части поверхно- 
сти центровъ^ ближайшей къ Ц, 

Если точка Свыше точки Д, то положеше равно - 

в'Ьс1Я можетъ быть устойчивымъ, если будутъ соблюдены некоторый услов1я, какъ мы 
увидимъ ниже. * 

Сначала разсмотримъ так1я весьма «алыя отклонен1я, при которыхъ нор- 
маль Ц^N^у возстановленная къ поверхности центровъ изъ новаго положешя центра Д^ 
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изн'Ьщ^внной жидкости^ перес^Баетъ нормаль 1Щ врзстановленную изъ центра Ц соот- 
в'Ьтствующаго положен1Ю равнов'Ьс1я. 

Какъ изв'Ьстно, если возстановить нормаль изъ какой либо точки кривой поверх- 
ности, то другая нормаль, возстановленная изъ беяконечно-близкой сосЬдней точки, 
перес^четъ первую нормаль только въ томъ случае, когда соседняя точка взята въ 
плоскости одного изъ двухъ главныхъ нормальннхъ С'Ьчен1й поверхности, проведеннаго 
черезъ первую нормаль; притомъ точки перес'Ьчен1й будутъ центрами кривизны глав- 
ныхъ нормальныхъ С']^чен1й. 

Поэтому отклонен1я т^а изъ положен1я равнов'Ьс1я, разсматриваемыя нами те- 
перь, предполагаются ничтожно-малыми и прризшедшими не въ произвольномъ напра- 
влеши, но въ одной изъ двухъ взаимно-перпендикулярныхъ плоскостей главныхъ нор- 
мальныхъ с^чешй поверхности центровъ, проведенныхъ черезъ нормаль ЦЫ. 

Если, какъ мы предполагаемъ, отклонен1е ничтожно 
мало, то новая нормаль Ц^N^ (черт. 9 и 10) пересЬ- 
четъ нормаль 1Щ въ центр1^ (У кривизны нормальнаго 
сЬчешя ДД] проведеннаго черезъ нормаль точки Ц. 

По направлее1Ю Д^О'Н^ будетъ, въ отклоненномъ 
положен1И ^Ьл2^^ д'ЬВствовать на него равнодМствующая 
давлен1й, 9» по направлен1ю СР", параллельному и прямо- 
противоположному первому, д4йствуетъ в4съ тЬла. 

Бели центръ (У кривизны нормальнаго с'1чен]я выше 
центра тяжести С т'Ьла, какъ начертеж'Ь9-мъ,то выше- 
сказанная пара силъ стремится повернуть тЪло въ сто- 
рону означенною оперенною стрелкою, т. е. вернуть его 
въ положеше равнов^С1я. 
Если же центръ О ниже центра тяжести (7, какъ на чертеж'Ь 1 0-мъ, то пара 
силъ стремится повернуть т-Ьло въ сторону, означенную неоперенною стрелкою, т. е. 
опрокинуть гЬло. 

То же самое должно сказать и объ отклонен1яхъ т'Ьла (изъ того же положешя 
равнов'Ьс1я) въ плоскости другаго нормальнаго С']^чен1я, им^ющаго свой центръ кри- 
визны 0'\ вообще говоря не совпадающ1й съ центромъ кривизны перваго сЬчешя. 

Изъ этого видно, что положеше^ равнов'Ьс1я т^ла для отклонешя въ плоско - 
стяхъ главныхъ с'Ьчен]й будетъ устойчиво, если центръ тяжести С лежитъ ниже цент- 
ровъ кривизны обоихъ главныхъ нормальныхъ с'Ьчен]й. 

Точки О' и 0'^ — центры. кривизны главныхъ нормальныхъ с^Ьчен1Й9 называются 
метаг^нтрами. 

Разсмотримъ теперь внчтожно-малыя отБ1овев1я, произошедш]я не въ пюскостлхъ 
главныхъ нормальныхъ с^чев1й иоверхностп центровъ въ точк^^ Ц. 

Въ этихъ случаяхъ нормаль Ц^N^ не пересЬчетъ нормаль ЦN, но пройдетъ въ 
кратчайшеиъ отъ нея разстоян1н г^г блпзъ некоторой точка г, находяще&ся между цент- 
рали О' и О'' кривизны главныхъ нормальныхъ с^чен1й (черт. 11). Пара снлъ СР" и ЦР 
будетъ нм^ть стремлен1е повернуть т^ло вокругъ оси перпендикулярной къ плоскости этой 
пары; эта ось не только не параллельна направленш П|, но составляетъ съ нимъ прямой 
уголъ, если точка С совпадаетъ съ точкою г; вообще же эта ось составляетъ -съ направле- 
в1емъ ^1 уголъ т^мъ иевьш]&; ч^мъ точка С дальше отъ г. Мы обратимъ ввнман1е только 
на составляющую пары снлъ СР и ДР, д'^йствующую въ плоскости перпендикулярной 
къ щ] эта составляющая стремится повернуть т']^ло въ сторону, указанную на чертеж-^ 
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I Г-иъ оаеренвою отр^лкою, т. е. стремится вервуть его въ поюжедхе равнов^с1я, если С 
пиже г; если же С выше г, то составляющая пары въ плоскости перпендиБулярной къ и^ 
стремится опрокинуть тФло. 

Теперь можемъ заключить, что т?ь положеньярав- 
ноегьсгя^ еь которыхъ оба метацентра выше центра 
тяжести тгма^ устойчивы для всякихъ малыхъ от- 
клоненгй тгьла; тгь иоложенгя^ въ которыхъ оба ме- 
тацентра ниже центра тяжести тгыш — неустой- 
чиеы для всякихъ отклоненгй; тгь положенья, въ ко- 
торыхъ одинъ метацентръ выше^ а другой ниже 
центра тяжести, устойчивы для нгькоторыхъ малыосъ 
о^пклоненш, неустойчивы для прочихъ. ^ 

Разсыотринъ теперь каквмъ образомъ можно вы- ^ 
чпелпть величины рад1усовъ кривизны ЦО' и ЦО' А. 
главныхъ нориальннхъ с^чен1& поверхности центровъ; 
ум^ть вычислять эти длины необходимо для того, что- 
бы было возможно определять положешя метацент- 
ровъ О* и О". 

Проведемъ изъ точки г прямую гВ параллель- 
ную нормали N^Ц^ и на проведенную прямую опу- 
У;гимъ перпендикуляръ Ц8 изъ точки Ц\ длину этого 
перпендикуляра можно выразить такъ: Цг §Ш9) тд^ер 
есть уголъ отклоненхя ЩЯ^ по малости же угла <р длину перпендикуляра Ц8 можно вы- 
разить такимъ произведешемъ: 

Съ другой стороны, длина этого перпендикуляра равна плечу силы Ц^Т вокругъ 
оси, проведенной черезъ точку Ц перпендикулярно къ плоскости ЩЦ и стало быть 
параллельно направлен1Ю кратчайшаго разстоянхя п^ Между прочимъ зам^тимъ, что 
этому же направлешю параллельно ваправлевхе ТН прямой пересечен1я двухъ положе- 
В1й плоскости плаван1я, такъ какъ эти плоскости перпендикулярны къ соотв^тственнымъ 
нормалямъ. 

Произведенге изъ величины силы Ц^Р на плечо Ц8 выражаотъ величину момента 
силы Ц^Р вокругъ оснТ, проведенной изъ точки Д параллельно направлешю отъ Нкъ 1^. 

Какъ намъ уже известно, сила Ц^Р есть равнодействующая гидростатическихъ дав- 
лен1й или же равнодействующая воображаемыхъ объемныхъ силъ, приложенннхъ къ эле- 
мевтамъ погруженнаго въ жидкость объема ЛхНВВ^РА^^ направленныхъ снизу вверхъ 
параллельно 1^1-^1 ^ равныхъ д (такъ что на элементъ йО действуетъ воображаемая 
объемная сила адйО снизу вверхъ параллельно ЩК^). 

Объемъ же А^НВВ^РА^ состоитъ нзъ объема Л^НВВТА^^ который мы усло- 
вимся для краткости обозначать черезъ ТГ, п изь объема ю^ клина Р^НВВ^, Если обо- 
значимъ моментъ силы ЩР вокругъ оси Т (черт. 11) знакомъ Л^, а моменты вокругъ 
той же оси воображаемыхъ объемныхъ силъ, приложенныхъ къ элементамъ объемовъ Ж 

II 1)^ — знаками Л{^^\ Л(V^\ то можемъ написать равенство: 



■ Ц,Р.Ц8 = Л,= Л{Т7)'^Л{ь,\ 



(42) 



выраашющее, что моментъ силы ДхР равенъ сумме моментовъ воображаемыхъ объем- 
ныхъ силъ, приложенныхъ къ элементамъ двухъ вышесказанныхъ объемовъ. 

Когда тело было въ положен] и равновес1П, тогда точка Ц была центромъ вообра- 
жаемыхъ параллельныхъ объемныхъ силъ, приложенныхъ къ элементамъ объема АНВВРА^ 
который состоитъ изъ объема ТУ п пзъ клина АЛРА^ (объемъ последняго означимъ че- 
резъ V); эти воображаемый объемный силы действовали параллельно направлешю нор- 
мали Д^) которая тогда была вертикальна. 
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Если направ1ен1е всей совокупности парамельвыхъ салъ будотъ повернуто на ка- 
кой 1ибо уголъ, то по10жев1е цевтра совокупности сплъ, какъ известно, не изменится. 
Пользуясь этпмъ обстолтельствоиъ, представимъ себ*]^, что всю совокупность снлъ, прило- 
хенныхъ къ только что указанному объему, позернемъ на уголъ ф, такъ чтобы силы 
посл*]^ этого дМствовалп не яараллельно нормали ЦN, но параллельно нормали Ц^N{; 
такъ какъ точка Ц и посл'Ь того останется центромъ совокупности салъ, то можемъ за- 
ключить, что главный моментъ вокругъ оси Т объемныхъ силъ, приложенныхъ къ объему 
ТГ, плюсъ главный моментъ объемныхъ силъ, приложенныхъ къ объему |;,въ сумм'Ь равны 
нулю: 

Л{}Г)ч-Л{р) = 0, (43) 

гд'Ь объемный силы параллельны напра^лен1ю Ц1^1. 

Изъ равенствъ (42) и (43) можно исключить Л{^V); тогда получпмъ: 

Л^=Л{р^) — Л{у); 

это выражеше можно представить иначе, если означим^ черезъ Л\€) моментъ вокругъ 
оси V объемныхъ силъ адс10^ приложенныхъ къ элементамъ клина V^ но направлеиныхъ 
параллельно N^1^1^ т. о. противоположно силамъ, прнложеннымъ къ клину г;|; тогда 

Л^=Л{ь^)'^Ж{р). 

^ Обратимъ теперь внимаше на то обстоятельство, что совокупность силъ, приложен- 
ныхъ къ элементамъ клина V^^ параллельныхъ направлешю 1^|^1 , и лротнвоположвых'ь^ 
имъ, приложенныхъ къ элементамъ клина V, приводится къ пар'Ё силъ, потому что объемы 
клиньевъ равны между собою, а следовательно главный векторъ всей совокупности па- 
раллельныхъ и прямопротивоположныхъ сплъ равенъ нулю. 

Всл']§дств1е этого величина главнаго момента такой совокупности силъ будетъ оди- 
накова вокругъ всякихъ параллельныхъ между собою осей,' а сл']&довательно моментъ Л^| 
будетъ равенъ сумм'Ь моментовъ силъ, приложенныхъ къ клпньямъ, вокругъ осп РН; озна- 
чпмъ эти моменты черезъ ^0(^1) ^ -^0(^)5 

л,=^ л,^V,) -I- л,' {V). 

Яи^я въ виду ничтофную величину угла (р, а следовательно и ничтожную толщину 
клиньевъ во всЬхъ ихъ частяхъ, мы вычпслимъ эти моменты сл^дующимь образомъ: 

Прпмемъ направлен1е НР за ось У-овъ, другое 
направлеше, къ вей перпендикулярное п заключаю- 
щееся въ плоскости А^В^^ за ось Х-овъ и третье на- 
правлен1е, перпендикулярное къ двумъ первымъ н 
направленное внизъ, за ось ^-овъ; начало коордпнатъ 
где либо на прямой Я2^; разобьемъ каждый клинъ на 
'1Л призматическ1е элементы объема, основан1я которыхъ 
заключаются въ плоскости ХУ а высоты параллельны 
положительной или отрицательной оси 2-овъ. Объемъ 
каждаго элемента выразится такъ: 

потому что высота его р^ (см. черт. 12) равняется 
а?<(7<р» где X равно Ьр. Моментъ вокругъ оси У-овъ объемной * силы, приложенйой къ эле- 
менту клина ^1 и действующей параллельно отрицательной оси ^-овъ выразится такъ: 







адхЛО = ад\^<^х^йх йу, 
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потопу ЧТ9 X есть пдечо момента элемента объема (10 вовругъ осп У; также выразится 
п моментъ вокрутъ осп У-овъ объемной сн1ы, приложенной къ элементу объема клана V 
н Д'Ь&ствующей' параллельно лоложительпоА осп 2^-овъ; поэтому окажется, что: 



•я 



Л= 0-^ % <Р мг^ ^а; б??/ , (44) 

гд*! пптегралъ распространенъ на всю площадь Л^В^; этотъ пнтегралъ равенъ моменту 
пнерщп площади ^1^^ вокругъ осп НК 

Тавъ какъ уголъ ^ весьма малъ, то 1§9 ^ожно заменить пропзведен1емъ ^''$ш 1^'; 
вром^ того, по М'1^р% уменьшен1Я угла ^, площадь А^В^ приближается къ площади АВ^ 
тавъ что вышеупомянзггнй пнтегралъ приближается въ пред'Ьл']^ къ моменту пнерцш пло- 
овоотя плавав1я АВ вовругъ осп В!". Оамая лпшл НР въ пред'Ьл^^ проходптъ черезъ 
дентръ тяжестп площади АВ, вавъ видно взъ нпжесл'бдующаго. 

Величина объема влина V^ равна: 



■Я 



I 

гд'Ь пнтегралъ распространенъ тольвр по правой части площади А^В^; величина же объема 
влина V равна интегралу, распрострапенному по л']&во11 частп площади ^1-8,: 

— 15<р 1 хс1хс1у, 



.|] 



гд'Ь пптегралъ взять съ отрпцательнымъ знавомъ потому, что для вс'1&хъ точекъ этоГх пло- 
щади X пм'Ъетъ отрицательный значешл; равенство объемовъ ь\ п V выразится такъ: 



%9 1хс1хс1у = — 1^9 \х€1хс1у^ 



а отсюда, по разд']&лен1п об']^ихъ частей на 1:д (р, получпмъ: 



Я 



хс1хс1у = 0у 



гд^ ин1^гралъ распространенъ на всю площадь А^В^ или, что въ иред'Ьл^Ь одно и то же, 
на всю площадь АВ\ это и оэначаетъ, что на оси НР находится центръ тяжести пло- 
щади АВ. 

Возвратимся къ равенству (44). Зам'Ьнимъ въ немъ моментъ ^Г| лроизведен1емъ ве- 
личины силы ЩР на плечо ея вокругъ точки Ц (величина же этой силн равна в']&оу т'Ьла, 
т. е. Мд); получпмъ: 

Цг Мд 9'^ зш Г'= (тд 9'^ 8ш 1 ' | Ь?^ ЛХ'Лу; 

сокративъ общхе множители въ об'Ьпхъ частяхъ этого равенства и переходя въ пределу, 
т. е. предполагая уголъ ^ уменьшающимся до нуля, найдемъ следующее выраженхе для Щ: 

Щ = % (45) 
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гд^ V есть объеыъ изн^щендой гидЕОсти, а ^^, моиентъ идерцш пющади АВ вокругъ оси, 
проведенной въ этой пюскостн черезъ центръ ел тяжести К^ периендикулярно плоскости 
ЦгЕ. 

Формула (45) должна быть справедлива для отклонев1й ^ во всякихъ направлев1яхъ, 
а следовательно п для отклоненШ, совершающихся въ плоскостяхъ главныхъ ворыальныхъ 

с&ченШ поверхности центровъ; вънпхъ Цг обращается ъъЦО' и ЦСУ'; такъ Банъ это суть 

наибольшая и наименьшая величины разстояахя Цц то соответственные моменты инерцш 
должны быть наибольшимъ и н^именьшимъ моментами инерц1и площади АВ. 

И такъ нмеемъ теперь следующее правило для ооределенхя положенхй плоскостей 
главныхъ нормальныхъ сечен1& поверхности центровъ и для определенхя положен1я мета- 
центровъ: 

Надо найти иентръ тяжести К ^глощади плаванья АВ еь положент раеноекъсья 
и опредгьлнть направленгн главныхъ ыентральныхь осей инерщи эпюй площади; взаимно- 
перпендикулярный плоскости^ проведенныя черезъ нормаль ЦСК и черезъ найденныя оси 
инерцш^ будутъ плоскостями главныхъ нормальныхъ сп»ченгй поверхности г^нтровъ. 

Пусть ^1^ есть наибольшгй главный г^ёнтральный моментъ инерщи и Щ наимень- 
шгй моментъ инерщи площади плавангяАВ; разстоянгя обогш^ъметаиентровъотъ точки 
Ц будутъ равны: 

ца-Ц, ЦО'^Щ; (46) 

причемъ верхнгй метацентръ О' соотвп>тствуетъ отклоненгю въ плоскости перпендику- 
лярной къ той главной оси инерцгщ вокругъ которой моментъ инерцш — наибольшгй. 

Для того^ чтобы 1Юложенге равновпсья было вполмь устойчивымъ^ необходимо^ 
чтобы было 

тогда уоюе и подавно 91^^ будетъ болуье VI; зд^ьсь I означаетъ хуазстоянк ЦС. 

Величины моментовъ силъ, стремящихся возстановить т^ло, отклоненное отъ своего 
положен1я равновесхя на уголъ ф" (въ секундахъ), равныг 

(тд (21^- П) 9" 8Ш У\ ад {^^— VI) 9 ' 81П Г\ 

для отклонен1й въ каждой изъ главныхъ плоскостей. 

Для примера возьмемъ сл^дующгй случай. 

Твердое т^ло есть однородная прямоугольная призма дливы 2а съ квддратнымъ ооно- 
вашемъ (сторона квадрата 2Ъ); т^ло плаваетъ въ жидкости, удельный в^оъ которой вдвое ' 
более удельнаго веса тела. Найти устойчивыя положетя равновес1я изъ числа техъ, при 
которыхъ длина призмы горизонтальна. 

Очевидно, что призма имеетъ четыре такихъ положен1я равновес1я, при которыхъ 
по две боковыя грани горизонтальны и четыре такихъ, при которыхъ оне наклонны къ го- 
ризонту подъ угломъ въ 45^. 

При каждомъ изъ первыхъ положешй измещенный объемъ есть прямоугольная призма, 
объемъ которой равенъ половине объема тела, т. е. 4а&^, разстоянхе I равно Ь деленному 
на два; площадь плаван1я есть прямоугольннкъ длины 2а и ширины 2&; главные моменты 

инерцш этой площади: Щ =■ —г-, 93^^ = —5—; 

^^—71 = —^ аЬ», 91^— VI = ^^ (20^— Щ\ 

« 

значитъ эти лоложен1я наверно неустойчивы для вращен1й вокругъ оси параллельной 
длине призмы. 
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При другихъ чет11рехъ поюхешяхъ равнов^с1я, когда одно ребро завинаетъ самое 
нижнее, другое — самое высшее м^ето, объемъ V им'Ьетъ ту же самую вехичиву, но нм'Ьетъ 

видъ трегранвоб призмы; 1=^Ъ -^; площадь и хавашя есть ирямоугольнпкъ длины 2а и ши- 

э 



рины 



26 У2; 



«-- 4Ьа^ Уй дх 8аЬД У2 . 

"^к — 3 ' * — 3 *» 



стало быть эти положен1Я устойчивы. 



III. 

Уравнен1Я гидродинамики. 

$ 17. Аналпческое выражен1е да1жен1я сплошнагФ деФорнруюпщ- 
Г06Я тЬлл, Скорости ускорен1я точекъ его. 

Движете такого гЬла будетъ на«ъ изв^^стно, если инЪемъ возмохность перейдти 
оть начамныхъ координатъ а, Ь, с всякой точки т^ла къ воордннатанъ еа х, у, е 
въ любой моиенть времени; для этого необходию, чтобн х, у, г были внраженн фунв-. 
щяии начальннх'Ь координатъ а, Ь, с и времени I: 



ж = /; (а, Ь, с, О 
У^и (а, Ь, с, <) 



(47) 



хз^ предполагается, что время считается отъ начальнаго момента. 

Если т'Ьло не претерп'Ьваетъ никакого разрыва при двихен1И, то функщи ^xч^г•» ^з 
должны быть сплошными функщями какъ относительно 1^ такъ и относительно а, Ь, с. 

Для пояснен1я на прим1р1^, возьмемъ сл'ЬдующШ случай. 

Въ начальный моментъ сплошное т'Ьло им'Ьло видъ прямоугольнаго параллелопи- 
педа, цецтръ котораго совпадаетъ съ началомъ координатъ, а ребра, ия'Ьющ1я длины 
2а, 26, 2с, параллельны ослмъ координатъ X, У, 2. Точки. этого т4ла, им'Ьвш1я при 
< = О координаты а, Ь, с, въ моментъ I им']^ютъ координаты: 



X 



= а, у=Ь+в(1 --;;)/, г = г (47,^) 



Какое движен1в совершаютъ точки тЪла, предполагая, что формулы (47,-4) спра- 
ведливы для вс'Ьхъ точекъ т^ла и для всякаго момента 1% 

Такъ какъ координаты а и с остаются неизм'Ьнными, а изм'Ьняются только ^, то 
всЬ точки т'Ьла движутся по прямымъ лин1ямъ, параллельнымъ оси У-овъ, каждая 

4 
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движется равнон'Ьрно, потому что у возрастаетъ пропорщон^иьно времени; наибольшею 
скоростью В обладаютъ точен гЬла, находящейся въ плоскости У 2 (для нихъ а = 0), 
точки же, находивн11яся на граняхъ а==-4-аиа = — а оараллелопипеда, остаются 
неподвижными^ потому что для нихъ ^ = Ь. 

ВсЬ точки т]Ьла, находивппяся въ моментъ ^ = О на грани Ь = — 6, въ мо- 
ментъ 1^ будутъ на поверхности, выралсаемой уравнен1емъ: 

всЬ точки, находивш1яся въ моментъ ^ = О на плоскости 6 = постоянн., параллель- 
ной къ вышесказанной грани, будутъ въ моментъ 1^ находиться на поверхности: 

у = 5^,-4- 6 -^ь^; 

всЬ эти поверхности суть параболическ1е цилиндры, цроизводящ1я которыхъ парал- 
лельны оси ^2-овъ. 

Проэкцш на оси координатъ скоростей точекъ сплошнаго гЬла, не претерп']Ьваю- 
щаго разрыва при движеши, могутъ быть выражены, или сплошными функщями вре- 
мени I и начальныхъ координатъ а, Ь, с или сплошными функщями времени I и коор- 
динатъ х^ у, г. 

Чтобы получить проэкщи скорости ь которой либо точки гЬла для какого либо 
моментъ времени, надо подставить въ функщи (47) начальный координаты этой точки 
вм'Ьсто а, Ь, с, взять производный отъ нихъ по времени и подставить вм'Ьсто I значе- 
Н1е, соотв'Ьтствующее разсматриваемому моменту; подобно этому придется поступить для , 
получешя про9кц1Й скорости всякой точки т'Ьла въ какой угодно моментъ времени. Во- 
обще же можно сказать, что проэкщи скоростей точекъ т1^ла на оси координатъ выра> 
зятея функщями отъ а, Ь, с, ^^ равными частнымъ производнимъ по I отъ функщй 
/1^ /а; Д^ выражающихъ Ху у, г; т. е.: 






(48) 



Если изъ этихъ выражешй исключить а, Ь, с при помощи равенствъ (47), то 
про9кц1и скоростей точекъ деформируемаго т']^а выразятся н1^которыми функщями ф^ ^ 
?2' 99^'^^ ^ ^'^ координатъ а;, у, г\ проэкщи скорости, выраженный такимъ обра- 
зомъ, мы будемъ обозначать знаками и^ V, го^ такъ что: 

и = \) С08 (»,Х) = 9^ (х, у, е, О 

р = \) т {)У,У) =<р.,{х, у, а, I)} (49) 

и?= » С08 {\),г) = <рз {х, у, г, I) 
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Обратно, чтобы изъ выражвюй и, V, го подучить выражетя ^, ^, ^, должно 

въ фунЕЩЯхъ 91» ?з» "Рз заи*нить х, у, г функциями ^1, /,, ^ (47), ва'Ьдствхе чего 
?1) ?з) ?8 обратятся въчастныя производнЕШ отъ ^^^ ^^, /1, по {, такъ что наприн^ръ: 



?1 (А (а, 6, с. О, Г, (а, Ь, с, <), ^ (а, Ь, с, <), О = ^А^!!^Ь^^1^) 



(50) 



Для пояснетя возьмемъ такой случай движен1я сплошнаго деформирующагося т'Ьла: 



Зд'Ьсь: 






Проэкщи на оси координатъ ускорен1й 1> точекъ деформирующагося т'Ьла тоже 
могутъ быть выражены или фунвщями отъ а, Ь, с и 1^ или же фунвщями отъ %^ у у ^, I. 

Первыя выражен1я получатся, взявъ частныя производный втораго порядка по I 
отъ X, у, ;&, т. е. отъ функщй (47); именно: 






(51) 



Чтобы полу^хить выражетя т'Ьхъ же проэкщй въ фрнкщяхъ отъ х^ у, г, 1^ бу- 
демъ разсуждать сл'Ьдующимъ образомъ. 

Вторая производная отъ (^ по I равняется первой производной по ^ отъ ^, т. е.: 



1,С08(^Х) = -|Д^^Ь(НАМ>), 



ИЛИ же, на основаши равенства (50): 



^^ С08 (6,Х) = 4[ф, (/; (а, Ь, с, 1\ Г, (а, Ь, с, 1\ Г, (а, 6, с, О, О] , 



то есть^ вздвъ действительно производную по I: 






или, такъ какъ {^^ (^^ /^ суть х, у, ^, то это выражен1е можно написать такъ 



' 



^91 



л ЛЛС Л\ V^ ^^1 ^* _1- ^^» ^ -*_ ^^1 ^^ -а- ^^ 
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Если зд^сь зам'Ьвить производный отъ х, у^ г по <— выражензяии щ V^ го, а въ 
9^ и ея производныхъ не заменять я?, у, г функщями /1, /"а, Д, то вторая часть этого 
выражен1я и будетъ фунЕщею отъ л?, у, г^ и 

Мы представимъ эти выражен1я въ такоиъ вид'Ь: 



1> С08 (53, X) =^ 



ди 



Ь СОВ (6, У) = ^ 






Ь СОВ (ч, 2) = 



дго 



ди 
дх 



дго 
0а; 






«; 



дю 



ди 
дг 
дю 



(52) 



илИу сокращенно, будеиъ эти же самыя вырагбН1я писать подъ видокъ полныхъ про- 
изводиыхъ отъ и, V, ьо по I: 



йи 



Ьш{Ь,Х)^-^, 



аV 



6 сов (1^,2)=^. 



(52, Ы$) 



§ 18. ДнФФеренц1адьное уравнен1е неразрывности деФормнрующагося 
вещества. 

Въ предыдущеиъ параграф'^ было показано, что проэкщи скоростей точекъ де- 
формирующагося т'Ьла можно выразить функщяии отъ времени ^ и отъ координатъ о:, 
2/, г\ если дадимъ х, у^ г каюя либо постоянный значешя, свойственныя н^^которой 
точк'Ь пространства занимаемаго т^ломъ, то законъ изм^^нен!)! величинъ и, V, го съте- 
чешемъ { дастъ представлеше объ изм'Ьнен1и величины и направлен1я скорости съ те- 
чешемъ времени въ этой точк'Ь пространства; съ другой же стороны, зависимость ве- 
личинъ щ V, го отъ X, у, ^ даетъ понят1е о распред'Ьленш одновременныхъ скоростей 
точекъ т'Ьла въ занимаемомъ имъ пространстве. 

Плотности точекъ неоднороднаго деформирующагося т']^ла могутъ быть выражены, 
подобно проэкщямъ скорости, двоякимъ образомъ: или функщею отъ начальныхъ коор- 
динатъ и времени, или же функщею отъ координатъ х, у, ^ я времени. Вънастоящемъ 
параграф'Ь будецъ им'Ьть въ виду посл^^дн1й способъ выражешя. 

Выд'Ьлимъ мысленно въ той части пространства, которая занята деформирующимся 
г]зломъ, какой либо объемъ, ограниченный замкнутою поверхностью; объемъ этотъ дол- 
женъ быть выбранъ такъ, чтобы и въ иоментъ ^ и въ моментъ (ч-Ш онъ былъ весь 
заполненъ веществомъ т'Ьла. 

Разобьемъ этотъ объемъ на безконечно-малые элементы с10. 

Масса вещества, заключающагося въ моментъ ^ въ этомъ о6ът% выразится инте- 
граломъ: 



Я/'""' 
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раепространеншшъ на весь этотъ объенъ; а предполагается ф7вкц1ею отъ х, у, г,1: 

» = / («, У, г, О 

а элеиентъ объема йО выразится чрезъ йхЛуЛг. 

Вътеченш безконечно-малаго промежутка времени Л1 плотность въ каждой точк'Ь 

объема получить приращен1е -^йЬ и, сл'Ьдовательно, масса вещества, заключающагося 

въ томъ же объем^Ь въ моментъ {I -н ЛЬ) будетъ равна: 



'(а-5л)сгО; 



стало быть, за время отъ ^ до < н- (2^ въ разсматриваемомъ нами объем^^ прибудешь 
следующая масса вещества : 

Ъ^ОМ (53) 



л 



Эта прибыль массы могла произойдти только оттого, что вътечен1и того же вре- 
мени въ разсматриваемый объемъ вошло больше вещества извн'Ь его, ч'Ьмъ изъ него 
вышло. 

Выходъ и вкодъ вещества происходить не иначе, какъ черезъ элементы поверх- 
ности объема. 

Пусть й8^ есть одинъ изъ т'Ьхъ элементовъ поверхности, въ которыхъ нормаль 
Nу возстановленная внаружу объема, составляетъ со скоростью ь^ въ этомъ элементе 
уголъ острый; количество вещества, прошедшее черезъ этотъ элементъ въ течен1и без- 
конечно-малаго промежутка времени Л1у можно выразить произведев1емъ изъ плотности 
(7^ въ этомъ элемент'Ь на объемъ косаго цилиндра, им'Ьющаго основан1емъ этотъ эле- 
ментъ й8^^ а производящими — безконечно-малыя дляны Ь^й1^ наклоненныя къ нор- 
мали N подъ угломъ (9^ N)\ объемъ этого цилиндра равенъ: 

Л8^ », С08 {Ь^ Щ сИ 

я потому черезъ элементъ (18^ еыаюдитг изъ разсматриваемаго нами объема сд'бдую- 
щая масса вещества: 

а, », сов (»,2^) Л8^сИ (А) 

Пусть с18^ есть одинъ изъ т4хъ элементовъ, гд* уголъ (ь, К) — тупой; черезъ 
такой элементъ входишь въ разсматриваемый объемъ сл^Ьдующая масса вещества: 

— а, ь^ С08 (р,У) с18^€и; (В) 

зд^сь поставленъ знакъ минусъ потому, что коеинусъ тупаго угла есть ведичмна отри- 
цательная, а намъ нужно было составить выражеше положитедьнаго количества, а именно 
массы входящаго вещества. 

Взявъ интегралъ отъ вырал(ешй (В) повсЬмъ элементамъ, такимъ какъ с18^у по- 
лучимъ массу вещества входящаго въ объемъ, а взявъ интегралъ отъ выражешй (А) 
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по всЬиъ алементамъ, таЕимъ какъ с18^у получимъ массу вещества выходящаго изъ 
объема; вычтя второй интегралъ изъ перваго, получимъ интегралъ: 

^Л,..,.»(..^) "<«*..• (54) 

распространенный по всей поверхности объема и представляющ1й другое выраже- 
Н1е прибыли массы за время сИ. Приравняемъ другъ другу оба полученныя выражен1я: 

^^ [[[2^^= — ^Ч к ^* ^^® {^,Юа8 (55) 

Зам'Ьнииъ зд'Ьсь проэкц1Ю скорости на нормаль сл^Ьдующимъ тричленомъ: 

1), сов (», N) = и^ со8 (Л^, X) ч- у^ С08 {N, У) ч- ю^ соз {N,2) (56) 

и получивш1еся черезъ это во второй части интегралы: 

а, и, соз (^У, X) сг5, а, г;, С08 (2^, У) й/», а, м;, со8 (Л^, г) е^^ 

преобразуемъ по формуламъ 16-мъ § 10-го предыдущей главы въ интегралы, распро- 
страненные по объему; тогда получимъ^ разд'Ьливъ 06*6 части на й1 и перенеся всЬ члены 
въ первую часть: 

|[[(5н-Г*^'-^><'=о (Эт) 

Мы составляли- это равенство, предполагая промежутокъ времени й1 безконечно- 
мадымъ и весь объемъ занятымъ веществомъ вътечен1и всего промежутка. Если то де- 
формирующееся Т'Ьдо, движенхе котораго мы разсматриваемъ, не претерппааетъ раз- 
рыва сплошности ни въ которой изъ своихъ частей^ то мы можемъ применить ра- 
венство (56) БЪ которой угодно части такого гЬла, какъ бы мала эта часть ни была, 
а изъ этого тогда будетъ следовать, что во всякой точкгь тп>ла, деформирующагося 
неразрывнымъ образомъ^ должно имгьть м%сто слгьдующее дифференцгальное ура- 
ененге: 

до до до да (ди дV дго\ л /со\ 

л-^й«-*-а^«-^д?«'-*-(й-*-д1?-^-5^]^-^ ^' • • • (58) 

# 

называемое уравненгемъ нумзрывности массы. 

Введя выражеше полной производной отъ плотности по времени, можно уравне- 
Е1е (58) представить такъ: 

"•-(8***5) = * <М) 



<т ё{ 



^ 
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'Если деформирующееся тЪло однородно и плотность его неизм^^нна, то урави«н1е 
неразрывности обращается въ уравнен1е, выражающее неизм-Ьняемость плотности ве- 
щества, а именно въ сл^Ьдующее : 

"" ё-Й = (60) 



9х ду дг 

% 19. Общ1я днФФеренц1альныя уравнен1я двнжен1я жидкостей, пе- 
обладающяхъ трен1енъ. 

, Поел! всего сказаннаго въ двухъ предыдущихъ параграфахъ, прим'Ьнимъ диффе- 
ренщальныя уравнешя (17) параграфа 1 Ьго къ жидкости^ такъ называемой, сов^- 
гиенной или идеальнойу которая и при двихен1И не оказываетъ и не выдерхиваетъ 
никаЕИхъ тангенщальныхъ напряженШ, нинатяжешй; въ§ 12-мъ было упомянуто, что 
такому идеалу неудовлетворяетъ ни одна д'Ьйствительная жидкость, такъ какъ въ нихъ 
при движен]И развивается треше внутреннее, т. е. между частицами самой жидкости, и 
вн^Ьшнее, т. е. между жидкостью и т^ми твердыми т'Ьлами, по поверхности которнхъ 
она течетъ. 

Дифференщальныя уравнен1я движен1я жидкости представляютъ въ двоякоиъ 
вид%, смотря по тому, предполагаются ли скорости точекъ жидкости выраженными въ 
функщяхъ отъ I, а, Ь, с, или же въ функщяхъ- отъ ^, х, у, г. Мы теперь выберемъ 
посл'Ьднее предположеше и, сообразуясь съ нимъ, выразимъ про9кц1и ускорен1й точекъ 
жидкости на оси координатъ по формуламъ (52) параграфа 17-го. 

Уравнен1я (17) тогда получатъ сл*дующ1й видъ: 



др 
дх 



(ду ди ди ди \ ^ 

(дV д9 дг ^V \ с%л др 

(дю дго дго д^о \ г^ др 



(61) 



гд^Ь р им^Ьетъ то же самое значен1е, что и въ § 1 2-мъ. 

Если жидкость несжимаема и плотность ея однородна и неизм'Ьнна, то въ трехъ 
дифференщальныхъ уравнен]яхъ (61) будетъ заключаться четыре функщи: щ г;, го,р 
отъ четырехъ перем'Ьнныхъ: {, х, у^ г\ присоединивъ къ этимъ уравнешямъ уравнеше 
несжимаемости: 

»-|-Й=(» • («») 

будемъ им'Ьть четыре дифференщальныя совокупный уравнен1я съ частными производ- 
ными перваго порядка. Для р^шешя какого либо вопроса о движен1и несжимаемой жид- 
кости подъ вл1ян1емъ данныхъ объемныхъ силъ надлежало бы прежде всего найти об- 
щ1й интегралъ четырехъ вышесказанныхъ дифференшальныхъ уравнешй съ частными 
производными, то есть пришлось бы отыскать так1я саиыя общ1я выражен1я для и, г;, 
ъо, р, который удовлетворяли бы сказанныиъ дифференщальнымъ уравнешямъ при вся- 
кихъ значен1яхъ ^, х, у^ » во время всего движен1я и въ томъ пространств'Ь, которое 
занято движущеюся жидкостью. 
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■ 

Этимъ^ однако, процессъ р'Ьш ен]я даннаго вопроса еще не закончится, такъ какъ 
въ найденвыхъ общихъ выражев1яхъ для р^ и, V, го войдутъ произвольныя функц1и, 
видъ которыхъ опред'Ьлится т^мъ требовашемъ, чтобы найденныя выражен1я для р, и, 
V, го удовлетворяли н'Ькоторымъ услов]ямъ на границахъ жидкости и кром'Ь того на- 
чальнымъ обстоятельстваиъ движешя; мы составимъ теперь выражен1Я этихъ услов1й 
на границахъ. 

Движущаяся жидкость можетъ быть ограничена со всЬхъ сторонъ, или же можетъ 
простираться въ безконечность по н'Ёкоторыиъ направлен1яиъ^ или наконецъ можетъ 
быть со всЬхъ сторонъ неограничена, простираясь въ безконечность по всЁмъ напра- 
влен1ямъ. ^ 

Тамъ, гд'Ь жидкость ограничена и гд'Ь она отделяется отъ прочаго пространства, 
задается, либо видъ самой поверхности жидкости, либо величина вн'Ьшняго давлен1д 
на поверхности. 

Т* части поверхности жидкости, видъ которыхъ задается заранее, для всякаго 
момента движен1я, называются амьнкамщ ов'Ь образуются поверхностями т'Ьлъ, им'Ью- 
щихъ данное движеше или занииающихъ данное положен1е. На поверхностяхъ ст'Ьнокъ 
давлеше заранее не задается, но величина его во всякой точк'Ь поверхности ст'Ьнки и 
для всякаго момента движешя становится изв'Ёстною по получен1и полнаго рЪшешя 
даннаго вопроса о движен1И жидкости. 

те части поверхности жидкости, на которыхъ задается величина вн^шняго да- 
влешя, называются свободною поверхностью жидкости; видъ свободныхъ частей по- 
верхности жидкости становится известнымъ после получен1Я полнаго решен1я вопроса. 

Жидкость не должна отделяться отъ стенки, то есть у поверхности стенки не 
должно образоваться пустотъ, незанятыхъ жидкостью; для этого необходимо, чтобы 
точки жидкости, бывш1я на поверхности стенки въ моментъ ^, не сходили съ этой по- 
верхности и въ течеши последующаго затемъ промежутка времени отъ < до < -^ сИ, 
или по крайней мере сходили съ нея не иначе, какъ по касательной; это услов1е тре- 
буетъ, чтобы скорости и^, е;,, го^ точекъ жидкости, находящихся въ моментъ < на по- 
верхности стенки: 

Пх,у,е,1)г=.0 (62) 

удовлетворяли равенству: 

д^^^'^^д^^8'^^г^п'^'д^ — ^ (*^) 

Бели стенка неподвижна, 1:о уравнен1е ея не заключаетъ времени явнымъ обра- 
аомъ: 

Г{х,у,г)^0 '.,..; (62, а) 

и скорости точекъ жидкости, находящихся по такой стенке, должны удовлетворять 
равенству: 

1^-^|^-»-^«'.= 0, (63. а) 



которое можно написать и въ такомъ виде: 



# 



», С08 (2«7,о,) = (63, в> 
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Таковы УСЛ0В1Я, которымъ должны удовлетворять скорости точекъ жидкости на 
сгЬнкахъ. 

На свободной поверхности скорости точекъ жидкости должны удовлетворять ра- 
венствамъ подобнаго же рода, какъ сейчасъ увидишъ; разница здЪсь будетъ только въ 
томъ, что уравнен1е свободной поверхности не задано^ между т'Ьмъ какъ уравнеше 
ст'Ьнки дано. 

Пусть: 

1^(а;,у,^,0 = (64) 

есть (нензв'Ьстное наиъ до окончательнаго р'Ьшенхя вопроса) уравнеше свободной по- 
верхности, на всЬ точки которой д'Ьйствуетъ вн'Ьшнее давленхе данной величины. 

Такъ какъ предполагается, что движущаяся жидкость нигд'Ь не получаетъ раз- 
рыва, то всЬ 1!'Ь точки жидкости, который были на свободной поверхности въ иоментъ 
1у иогутъ сойти съ нея только непрерывнылъ образоиъ, по касательной къ поверхно- 
сти, а поэтому скорости и^, г;^, ги^ точекъ поверхности должны удовлетворять следую- 
щему равенству : 

д]В' дГ дГ дГ г^ /ак\ 

а^^-^- а^^,-^ а7^.-*--дТ = О («5) 

Тамъ, гд^Ь жидкость простирается въ безконечность, должны быть даны скорости 
безконечно-удаленныхъ точекъ. 

Когда жидкость упруга, тогда дифференщальныя уравнен1я (61) заключаютъ не 
четыре, но пять функщй: и, V, ю, р^ а отъ четырехъ перем'Ьнныхъ: <, а?, у, :з. Для 
опред'Ьлбшя этихъ функщй придется присоединить къ уравнен1ямъ (61) уравнеше не-^ 
разрывности (58) и зависимость (23) § 12-го между* плотностью а и давлешемъ р. 
Услов]я, которымъ должны удовлетворять скорости точекъ на поверхности жидкости, 
таковы же, какъ и для жидкости несжимаемой. 

До настоящаго времени не удалось еще р'Ьшить или проинтегрировать дифферен- 
щальныя уравнешя (60) и (61) или (61), (58), (23) въ самомъ общемъ ихъ вид^; р'Ь- 
шеше получено до сихъ поръ только для ограниченнаго числа частныхъ случаевъ и 
притомъ самыхъ простМшихъ. 

Приведенная зд'Ьсь форма дифференц1альныхъ уравненШ (61) гидродинамики дана 
Эйлеромъ; есть еще другая форма такихъ уравнен1й, данная Лагранжемъ, принаровлен- 
ная къ опред1^ен1Ю х^у^ г^ о жр въ функщяхъ отъ ^ и отъ начадьныхъ координатъ 
а, Ь, с. 

$ 20. Двнжен1я несжшаеной жндкостм, прв которыхъ скоросп шкЫть 
потевц1а1ъ. 

Въ настоящемъ параграф'Ь мы будемъ предполагать, что жидкость несжимаема и 
что вн'Ьшн1в объемныя силы им'Ьютъ потенщалъ, т. е., что: 

х_^ ш_^ 0-^^ 

гд* 17 есть функщя отъ ж, у^ г. 

Въ настоящемъ параграф'^ мы н'Ьсколько остановимся на такихъ случаяхъ дви- 
лсбшя несжимаемой жидкости, при которыхъ скорости е«, г;, го для всей движущейся 
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жидкости суть частЕЫя производныя по х^ у^ г отъ н'Ькоторой фунЕЩи 9 отъ атихъ 
перем']^нныхъ, которая иожетъ заключать, кром-Ь нихъ, еще и время I, 
И такъ, пусть во всей жидкости и во все время движешя: 

«=й. -=ё.«'=й (65) 

причеиъ функщя ^ ^тъх^у^ г ъ1 не нзн'Ьняетъ своего вида во все время движен]я. 

Такая функц1Я ф называется потенцгаломъ скоростей или потенк^гальною 
функцгею скоростей, 

Такъ какъ при движен]и несжимаемой жидкости должно быть удовлетворено ура- 
внеше несжимаемости (60)^ то не всякая функщя отъ х, у, ^з ж I можатъ быть потен- 
щальною функщею скоростей, но только такая, которая удовлетворяетъ дифференщаль- 
ному уравнен1Ю съ частными производными 2-го порядка: 

й-ь$-г=о («•) 

въ которое обращается уравнеше (60) при подстановлен1и въ него вм-Ьсто и, Vу гс — 
частныхъ производныхъ (65). 

Брои'Ь того эта функщя на ст^нкахъ должна удовлетворять уравнен1ямъ вида : 

И наконецЪу она должна удовлет'ворять начальнымъ обстоятельствамъ движен1я. 

Дифференщальныя уравнен]я (61), по подстановлеши въ нихъ вя'Ьсто м, V^ и^ 
частныхъ производныхъ (65), получатъ нижесл*дующ1й видъ; первое: 



Шх дх^ дх дхду ду дхде де дх о дх^ 



ИЛИ, что ТО же самое: 



йй-4((ё)-(1Ь(йТ)-^-^й=«. 



ИЛИ же: 



Ё = 0' (68. «) 



гд* 



Ф=1;-1((Й)-©*®')-^*^ = о; 



второе хе и третье получатъ видъ: 






= (68, Ь), "^ = (68, с) 
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Эти уравнен1я (68) выражаютъ, что ф не завяситъ ни отъ х, ни отъ у^ ни отъ в 
и, стало быть, можетъ быть функц1ею только одного 1\ сл'Ьдовательно: 

^=г'-К')-г-|((Й)'-(|)'-(|)'). 



или: 



^=,(г,_*^»_|),... (89) 

гд4 

»'=ШЧ*)Ч^)' <") 

Ф=?-ф(() (П) 

Функщю Ф можно разсматривать тоже вакъ потенцгальную фунвщю т'Ьхъ же 
скоростей, такъ какъ выражешя (65) и дифференщальныя уравнен1я (66) и (67) ни- 
сколько не изм'Ьняются отъ п^шсоединешя къ (р какой угодно функц1и отъ Ь. 

Если Р есть величина давлешя на свободной поверхности, то уравнен1е этой 
поверхности будетъ: 



ТУ тт ^Ф ^ //дФ\2 /дФ\2 /дФ\а\-1 



I- 



61 



Равенство (69) выражаетъ довольно простую зависимость между давлен1енъ, 
потенщаломъ объемныхъ силъ и квадратомъ скорости въ точкахъ несжимаемой жид- 
кости, движущейся такимъ образомъ, что скорости им^^ютъ потенщалъ; въ т'Ьхъ точ- 
кахъ жидкости, гд'Ь ( ^7 — ^1 им'Ьетъ одинаковыя величины, сумма 1р ч- -|-!)^ ) бу- 
детъ тоже им'Ьть одинаковыя величины и въ той изъ этихъ точекъ, въ которой ско- 
рость бол*е ч'Ьмъ въ прочихъ, давлеше будетъ меяЬе. 

По отношешю къ распред'Ьлетю одновременныхъ скоростей точекъ движущейся 
жидкости потенщальная функщя скоростей им'Ьетъ ту же самую роль, какую им^^етъ 
потенцтальная функц1я какой либо силы по отношешю къ распред'Ьлешю величинъ и 
направлешй силы въ пространств'^. Одновременный скорости всЬхъ точекъ жидкости 
направлены по нормалямъ къ поверхностямъ урвня потенщальной функщи Ф к равны 
значешямъ дифференщальнаго параметра 

ЭТОЙ функщи въ соотв'Ьтственной точк'Ь. 

Если { не входитъ вовсе въ функщю ф, то поверхности уровня не изм^^няютъ 
ни своего вида, ни положешя въ пространств'^, а потому тогда направлен1я и величины 
скоростей въ каждой точк'Ь пространства не изменяются. 

§ 21. Установившееся движен1е. Теорема Д. Бернуллш 

Еаи во всЪхъ точкахъ пространства, занятаго какою либо жидкостью, величины 
и направлешя скоростей, а также величины давлен1й и плотностей остаются неизм'бн- 
ными во все время движен1я, т. е. если сл'Ьдующ1я частный производныя : 

ди дV дго др до 
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повсюду равны нулю, то двизсенхе жидкости называется установгмшимся; при такоиъ 
движеши и, V, го^ Ру а суть функц1И отъ х^.у^ ^, не заключающ1Я двнымъ образомъ 
времени {. 

Очевидно, что при такоиъ движеши всЬ т'Ь точки жидкости, которыя посл'Ьдо- 
вательно проходятъ черезъ одну и ту же точку пространства, движутся другъ за дру- 
гомъ по одной и той же тра9Ктор1и; каждую такую траэкторхю иы будемъ называть 
лингею тока. 

Обратииъ вниман1е на которую угодно изъ лиши тока, означимъ черезъ 5 д^Ц1ну 
дуги, считаемой отъ какой либо точки этой кривой, вдоль по ней, въ сторону движе- 
Н1Я по ней* точекъ жидкости и предположимъ, что координаты точекъ этой тра9ктор1И 
выражены функщями длины з; тогда и, г;, го въ различныхъ точкахъ траэкторхи мо- 
гутъ быть выражены такъ: 

Прим'Ьнимъ дифференц1альныя уравнен1я (61) къ точкамъ жидкости, описываю- 
щимъ избранную нами лин1Ю тока; для этого, замЬнивъ въ нихъ и, г;, го выражешями 
(72), найдемъ, что первое изъ этихъ уравнен1й получитъ сл'ЬдующШ вйдъ: 

\ дх из ду (18 дв йв) дх о дх^ 

ИЛИ, такъ какъ и, V, го суть функщи отъ гг, ^, ^^ а посл'Ьдн1я, для одной и той же 
лин1и тока, суть функщи отъ $, то это уравнен1е можно представить такъ: 



€(8 дх й дх 



ПО т^мъ же самымъ причинамъ остальныя два дифференцхальныя уравнон1я, применен- 
ный къ т(А же точк'Ь, можно представить такъ : 

с18 ду а ду^ 

Л'^)^дУ хдр 

Ав дг о дш 

Помноживъ эти уравнешя соотв'Ьтственно на ^ ^^| ^ ^^ и ^ (75 и сложивъ, по- 
лучимъ следующее дифференщальное равенство : 



а 



(?)=лг^-? (73) 
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Интегрируя это ураввен1е, мы найдеиъ, что на разскатриваеиой дин1и тока вы- 
ражбн1е 



им^Ьетъ постоянную величину, гд'Ь 



?-Р-н11 



П=/* 



(Т4) 



То, что получено для одной изъ лин1й тока, въ равной степени относится и ко 
всякой ЛИН1И тока установившагоея дви2ен1я, съ тою лишь разницею, что величины 
постоянныхъ иогутъ быть различны на разныхъ лин1яхъ тока; если жидкость есть 
газъ, сл'ЬдующШ закону Мар1отта, то 

• 

если же жидкость несжимаемая однородной плотности, то 

О 

Сл'Ьдовательно, при установившемся движенги несжимаемой жидкостщ на 
каждой лиши тока существуешь зависимость между давленгемъ^ потештломъ 
силъ и скоростью^ выражаемая равенствомг : 

р = а[С-^^-Щ, (75) 

гдгь постоянная С можетъ имгьть различныя значенгя для разныхъ линш тока; 
но если есть линги тока суть незамкнутыя кривыя^ простирающгяся въ б1^кон€Ч- 
ностЬу и если на безконечности скорости и давленгя^ а также и значенгя по- 
тенцгала II равны одной и той же конечной величингь по ваъмъ направленгямг, 
то С долоюно быть одно и то же на всгьхъ лингяхъ тока. 

Въ частности, для установившагоея движешя несжимаемой жидкости подъ вл1я- 
Н1емъ силы тяжести, когда потенщальная фунЕц1я объеиныхъ силъ такова: 

(если ось 2 направимъ вертикально внизъ), получимъ сл'Ьдующую зависимость между р^ 
я и )) на каждой лиши тока 

р = ^{С-^д.-^), ' (76) 

гд^Ь с есть постоянная величина на одной и той же лин1и тока, но значен1я С, свой- 
ственный разнымъ лин1ямъ тока, могутъ быть различны. 

Эта зависимость, выражаемая обыкновенно подъ видомъ: 

|-*-|-. = Я (76, а) 
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служить основною теоремою гидравлики и известна подъ именемъ теоремы Дангила 
Бернулли, 

Для установившагоея движен1я уаругихъ ^^дкостей зависимость между давле- 
В1емъ, скоростью о и ординатою ^5^ выразится формулою : 

^*ф-' = " (7Т) 



•»»1 




УЧЕН1Е ОБЪ УПРУГИХЪ ДЕФОРМАЦШХЪ ТВЕР- 

ДЫХЪ ТЪЛЪ. 

Прежде, ч'Ьмъ начать изложен1е учбН1д объ упругихъ дефориац1яхъ, или такъ 
называемой тбор1и упругости твердыхъ т'Ьлъ, сл'Ьдуетъ ознакоииться съ н'Ькоторыни 
свойствами такъ называемыхъ однородныхь деформацгй и разсмотр'Ьть зависимость 
между напряженкми, Д'Ьйствующими на площадки, проведенныя черезъ одну И' ту же 
точку т4ла; это и составляетъ содержаше двухъ посл*дующихъ главъ: 1У-й и У-й. 

IV. 

Объ однородныхъ деформац1яхъ сплошнаго тЪла. 
{ 22. Однородный деФорнац1|. 

Представимъ себ'Ь сплошное т'Ьло, движущееся и деформирующееся такимъ обра- 
зомъ, что /*!, /"з, /з (§ 17-й, формулы (47)) суть линейныя функщи отъ а, Ь, с: 

ж = Р, (I) -+- аГи (О -^ ЪГ,, (О -»- с/;,(0 

у = 2?',(<) -на/;,(0 -ь 6^23(0-+- с4,(0^ (78) 



г = 2?',(0-на/з,(0 



ЬГи(0-ьс/«,(о) 



гд'Ь а, Ь, с суть начальння координаты (въ иоюнтъ 1 = 0) любой точки М гЬла, а 
х,у, г — координаты той хе точки въ ионентъ I; легко вид'Ьть, что такая дефориа- 
Ц1Я нм^етъ сл^Ьдующ1я свойства: 

1 ) Вс^Ь тЬ точки гЬла, который въ моментъ ^ = О находились въ какой либо 
плоскости : 

^а н- В6 -н Сс -ь 2) = О (79) 
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будутъ и въ монентъ I находиться въ одной плоскости, уравнен1е которой получится 
по исклгочети а, Ь, с изъ равенствъ (78) и (79); уравнеше это — следующее: 



X — 




/11> МЗ» ПЪ 


у- 




/•21» »2а> /28 


г — 


•^8, 


/81» /32» '88 




1>, 


Л, в, с 



= 



(80) 



Сл'Ьдовательно, при такой деформащи, каждая плоскость, проведенная въ т'Ьл'Ь, 
остается плоскостью, хотя и изм'Ьняетъ свое положен1е въ пространств*. 

2) КаЕ1ЯЛибо дв^Ь параллельныя одна другой плоскости, проведенный въначаль. 
вый^моментъ въ т'Ьл'Ь и выражаемыя уравнен]яии: 



Ла -4- ЛЬ-*- Сен- 1)1= О I 



(79,Ь|5) 



обращаются въ плоскости, параллельныя между собою. 

Дв'Ь параллельныя одна другой плоскости, проведенный въ 1^Л въ к^кой либо 
моментъ времени, будутъ параллельны между собою и во вс* друпе моменты. 

3) Всякая прямая лин1я, проведенная въ т']^л^^ въ кагкой либо моментъ времени, 
будетъ прямою и во всЬ друг1е моменты. 

4) Дв'Ь параллельныя одна другой прямыя лин]и, проведенныя въ т'Ьл'Ь въ какой 
либо моментъ времени, будутъ параллельными между собою прямыми и во всЬ друпе мо- 
менты. 

5) Проведемъ въ моментъ ^ = О въ т'Ьл'Ь дв* параллельныя одна другой пря- 
мыя, на одной изъ нихъ возьмемъ дв* точки М^^ и М^^ и на другой — дв* точки 

М^^ и М^^\ пусть п есть отношен1е величины разстоян1я Ж^Жзо ^"ь величин* ра?- 

стоятя М^М^. То же самое отношен1е вм-Ьст* съ параллельностью длинъ М^М^ и 

М^ М^ сохранится и во вс* моменты времени ; въ самомъ д*л*, всл*дстб1е выбора на- 
чальныхъ положешй точекъ: 



Оз— а1= п (а^— а^), Ьд— Ь,= п (Ь,— Ь^); Сз- 



с,= п(с,— Сз);.. .(81) 



изъ равенствъ же (78), прим'Ьненныхъ къ точкамъ Ж^, Д/д, Л/д и Л/^, найдемъ: 

^3— ^1= («3— ^1) (и-^ (Ьз— Ьх) /1з-^ (Сз— с,) /"гз^ 

X,— 0^2= (а,- а^) /;1-н (Ь,~ Ьд) (..-^ {с- д (^^, 
а потому, въ силу соотношешй (81), найдемъ: 



^3— ^1= ^ (^4—^2)^ Уг— УУ= ^ (^4— 2/1), ^8— ^1= ^ (^4" -^1)' 



— 57 - 

это и выражаетЪу что длина М^ М^ параллельна длинЪ М^ ЛГ^ и въ п разъ бол'Ье 
последней. 

6) Разсуждая дал'Ье, дойдемъ до такого заключенгя, что всяшд дв1Ь взаимно по- 
добный и подобно расположенныя фигуры, начерченныя въ т'Ьл'Ь въ каков либо ио- 
иентъ, изн'Ьндя, при разсиатриваеиой нами дефориац1и т'Ьла, свойвидъ, размеры ипо- 
ложеше въ пространств'^, будутъ все таки сохранять свое взаимное подобхе по виду и 
положен1Ю, причемъ центромъ подобзя будетъ все время служить та самая точка тЪла, 
которая была имъ и въ начале. • 

7) Представимъ себ'Ь неизм'Ьняемую среду, движущуюся поступательно вм^стЬ съ 
которою либо изъ точекъ деформирующагося т^ла; пусть это будетъ точка Ю. Прове- 
демъ черезъ эту точку координатный оси, параллельный неподвижнымъ осямъ и озна- 
чимъ черезъ х, у, 2, а, Ь, с сл'Ьдующ1Я разности: 

х = д? — ж„, у = у — у„, 2 = я — ^„, а = а — а^у 6 = 6 — Ь„, с = с — с^, 

т. е. относительныя координаты точекъ гЬла по отношен1Ю къ проведеннымъ черезъ 
точку Ю осямъ. 

Относительное движете гЬла по отношенш къ этой сред'Ь можетъ быть выражено 
тогда сл'Ьдующими формулами: 



з^=а/;,(о-ьЬ/;з(о-нс/;з(<) 

^=аГ,,{1)ч.ЪГ^{1)^сГ^{1) 
^ = оГ,Л1)^ЬГ^{1)-^сГ^{1) 



(82) 



Эти формулы будутъ им'Ьть одинъ и тотъ же видъ, независимо отъ выбора точки 
Ю\ знаштъ, если вокругъ двухъ различныхъ точекъ тЬла выд'Ьлить одинаковые по 
виду, разм'Ьрамъ и положев1ю объемы вещества, то деформац1и этихъ двухъ объемовъ 
будутъ вполне тождественны и выразятся одн'Ьми и т'Ьми же формулами (82). 

По всЬмъ этимъ причинамъ разсиатриваемыя нами деформац1и вещества называ- 
ются однородными деформациями (Ьошо^епеоия $1;гаш). 

§ 23. Эллипсоиды деФормац1и и поверхновть удлинненШ. Кубичеекое 
расширен1е единицы объема вещества. 

При дальнМшемъ изсл'Ьдованхи свойствъ однородныхъ деформац1й, мы будемъ 
разсматривать изм'Ьнен1е въ относительномъ распред'Ьлеши вещества т'Ьла вокругъ ка- 
кой либо точки Ю^ причемъ будемъ сравнивать распред'Ьленхе вещества въ моментъ ^ 
съ распред'Ьлешемъ въ моментъ ^ = 0. 

1) Возьмемъ формулы (82) и зам'Ьнимъ въ нихъ знаки х, у, ъ — знаками о;, у, г\ 
тогда эти формулы (82) выразятъ такую однородную деформащю, при которой начало 
координатъ остается неподвижнымъ. 

Прежде всего отдадимъ себ'Ё отчетъ вътомъ, какое значен1е им^^ютъ коэфищенты 
начальныхъ координатъ а, &, с во вторыхъ частяхъ формулъ (82). 

Возьмемъ три точки гЬла: Ж, — начальный координаты которой суть: ау=^ 1 , 
Ъ^= О, С1= О, М^ — начальный координаты которой: ^3=0, \=:\^ ^2=^> ^ -^з — 



5 
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начальныя координаты которой: аз= О, Ь^= О, Сз= 1; эти три точки, стало быть, 

находятся въ иоиентъ ^ = О въ разстояши равноиъ единиц^Ь длины отъ начала коор- 

динатъ О, первая — на оси Х-овъ, вторая — на оси У-овъ, третья — на оси 2?-овъ. 

Изъ фориулъ (82) сл'Ьдуетъ, что въ моментъ { координаты атихъ точекъ будутъ: 



^г 


^2 


м; 


«1— 4 (0, 


^г—(гМ 


«8=^8(0 


У1= (л (0, 


УЯ— ^28(0, 


У8=/а8(0 


^1=/'и(0, 


*3 ^^ 1Ю (0» 


«8=/«(0. 



Поэтоиу формулы (82) иохно представить тавъ: 



X = х^а 



х^ 



х^с 



у = УуЛ-*-у^-*-у^ у 



г = ;8г^а -ь г^ 



V 



I 



(82, Ыз) 



Обратимъ внимаше на ту часть вещества т'Ьла, которая въ моментъ ^ = О запол- 
няетъ собою кубъ, четыре вершины котораго суть точки О, М^, М^у М^ (черт. 13-й 
на лист^^ 1 -мъ). Такъ какъ при однородной деформащи всЬ прямня лин1И и плоскости 
остаются прямыми и плоскими, а параллельный прямыя и плоскости сохраняютъ свою 
параллельность, то въ моментъ I содержимое этого куба будетъ заполнять собою па- 
раллелопипедъ, четыре вершины котораго будутъ О, 2ЬГ/, ЛйГ/, М^ (черт. 14-й); коэ- 
фищенты /^1 (О, /"зх (О /ад (О суть координаты этихъ точекъ ЛГ/, Ж^', М^. 

Длины реберъ этого параллелопипеда равны 



0М;=^ Ь,= Ух,'-^ у,'^ г,^ 



2 



0Ж/= Ь^= Ух^-^ У/-4- г.- 



2 



'2 



0^И,'= Хз= ^^-Ь ^8*-^- « ' 



2 ^ 



(83) 



а косинусы угловъ неязду ребрами его выражаютсд величинами слФдующихъ отношешв: 



_ я. 



Л_ ^^1 



со8 (М^ОМ,) = ^, со8 {М,'ОМ^) = ^,ш {М^ ОМ^) = ^, . . . (83, Щ 

2 3 о \ ж. л 

числители воторыхъ Я^, Я^, Я, суть сл'&дуюпце тричлены: 



Яо=ЯГза;1М-узУ1-*7^8«1 



Я.= 



8 



^1^2-^ У гУ. 



2 ^^1^2 



(84) 
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2) Проведемъ изъ начала коердинатъ О какую дибо длину 0М= г. Всл'Ьдств1е 
однородности деформац1Иу всЬ т'Ь точки вещества, который въ моиентъ ^ = О нахо- 
дятся на пряной ОМ, будутъ въ ионентъ I находиться на одной прямой ОМ^ съ но- 
вннъ положен1еиъ точки М; означииъ длину ОМ' черезъ /. 

Величина отношешя: 

«=^ (85) 

называется линейнымъ удлиннеигемъ единицы длины по пратяженгю ОМ. 

Если одновременно съОМ проведемъ изъ какой либо точки М^ длину М^М^=1 
параллельную ОЛГ, то, на основаши сказаннаго въ 5-мъ пункгЬ предыдущаго пара- 
графа, длина М^^М^= V будетъ параллельна г и притомъ отношен1е {]! : г) будетъ 
равно отношешю {I : г); отсюда сл^Ьдуетъ, что 

Г— I г'— г 

это значить, что въ однородной деформащи длины параллельный между собою полу- 
чаютъ одинаковый удлиннетя на единицу длины. 

^Изъ (86) сл4дуетъ, что /=г(1-не) или (г)^=г®(1 -ьв)^, а такъ какъ 
И= а^-+- Ь^-ь с^, (г )^= а^-^у^-^ ^, то на основаши формулъ (82 Ш)^ (83) и (84) 
получимъ сл1^дующее равенство: 

изъ котораго можемъ опред^Ьлить величину 6. 

Между прочимъ можемъ зам^Ьтить, что величины удлиннешй е^^ е^^ е^ единицъ 
длинъ лин1й, параллельныхъ осямъ координатъ выразятся такъ: 

^1=^1— 1, е^=Ь^— 1, е^=Ь^—1 (87) 

Для тЬхъ длинъ, который при деформащи укорочиваются, величины е будутъ 
им'Ьть значен1я отрицательный. 

3) Выд'Ьлимъ мысленно какую либо часть т^Ьла; пусть УнУ суть величины 
объемовъ этой части въ моменты ^ =г О и ^. Величина отношен1я: 

& = ^ (88) 

называется кубическимъ расширенхемь единищл объема взятой части гЬла. 

Объемъ куба, изображеннаго на чертеж'Ь 13-мъ, равенъ единиц^Ь, объемъже па- 
раллелопипеда, изображеннаго на чертеж'Ь 1 4-мъ, выразится опред'Ьлителемъ: 



2) = 



^19 ^2? ^8 



(89) 



6* 
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поэтову кубическое расширепе вышесказаннаго объема будеть равно: 



<? = !)— 1 



(90) 



Всл'Ьдетв1б, однородности дефорнащи, Еубическое расширенхе единицы объема оди- 
наково во всЪхъ частахъ т^ла. 

Если О будеть отрицательнБшъ, то это покажетъ, что вещество претерп'Ьваетъ 
кубическое сжапе. 

4) Уравнешя (82 ЬО) р'Ьшииъ относительно а, &, с, получинъ: 






(91) 



с = с^х 



входдщ1е зд'Ьсь коэфищенты а^, Ь^ с^ выражаются сл'Ьдующииъ образоиъ въ ко- 

ефищентахъ х^^у^, Яз* 

ЪгВ = (Уз ^1— ^8 УО; Ь^) = (Яз Х^— Х^ е,); Ъ^В = (ж, У г— Уз ^г)^ 
Сх^ = (Уг ^2— ^1 Уз); ^2^ = (^1 ^2— ^1 ^2); ^8-^ = (^1 Уг" »! ^г)' 

Изъ равенствъ (91) видно, что а^, &^, с^ суть проэкщи на оси Еоординатъ такой 
длины 1^ , которая въ моиентъ I совпадетъ съ осью 2-овъ и будетъ тогда ии'Ьть длину 
равную единице; подобнымъ же образоиъ: а^, Ь^, с^, аз, ^з» ^ ^^У^ь про8кц1н длинъ 
и, /з> который въ иоментъ I сд'Ьлаются равными единице и совпадутъ съ осями У-овъ 
и 2^овъ. Косинусы угловъ, составляемыхъ между собою направлешями длинъ ^^^ /а» ^з 
(конечно, въ моментъ I = 0), выразятся величинами сл^Ьдующихъ отношенШ: 



С08 (^2, ^з) = п , сое (^3, ^0 = п- , сов {I, , у = ^ 

»2»з 'ЗЧ *1*2 



(92) 



гд'Ь числители суть сл'Ьдующ1е тричлены: 



А, 


о. 


а»-*- Ьа *8-*- 


^а*^» 


А,= 


«8 


«1-1- Ьа Ь^н- 


СзС,, 


*8= 


а, 


б,-*- Ь^ бг"»- 


С^С^. 



(93) 



Равенство: (г)-=г®(1 -#-в)^ можно теперь, на основанш формулъ (91), пред- 
ставить въ сл^Ьдующемъ вид*]^: 

д;2^^^2^^2^(1_^^)2 (1^^ а?^1^^ у^-^1^^ г^^^2\у^-^2Н^ехч-2к^ху) . .(Н) 
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5) Если въ иоиентъ I = О оаишеиъ изъ центра О сферу рад1уса равнаго еди- 
шщ'Ь, то всЬ гЬ точки вещества, который въ моиентъ Ь = были на поверхности ея, 
будутъ въ иоиентъ I на поверхности эллипсоида, выражаеиагосл^Ьдующимъуравнепемъ: 

г«= 1 =1,^а?-^1^^у^^1^^г^'^2к,у1г'^211^гх'%-2к,ху (95) 

6) Съ другой стороны иогно провести такой эллипсоидъ, ии'Ьющ1й центръ в ъна- 
чалЪ О координатъ, что всЬ точки вещества, находивш1яся въ иоиентъ < == О на по- 
верхности этого эллипсоида, будутъ въ иоиентъ I находиться на поверхности сферы 
рад]уса равнаго единиц'Ь: /= 1; уравнен1е этого эллипсоида — сл'Ьдующее: 

Vа^-*-^/Ьз^-^8^с'-*- 2Н,Ъс-^ 2Щса'^2Н^аЬ=1 (96) 

Оба эти эллипсоида называются эллипсоидами деформацги; но, ии^я ввиду раз- 
сиатривать только второй эллипсоидъ^ я буду впредь только его подразум'Ьвать подъ 
ииенемъ эллипсоида дефориащи. 

7) Проведеиъ въ т-Ьл* въ номентъ 1^=0 какую либо длину ОЛГ=г; пусть 
0М'= г есть величина и направлеше этой длины въ иоиентъ г. Возьиеиъ проэкщи 
длины г на первоначальное направлеше г и составииъ отношеше: 

^ __ / сов (Г^, г) --г __ ГГ' С08 (г', г) — Г^ уд«ч 

Произведеше г/ сов (г', г), равное (жа -ь уЬ -*- ^с), ножно стало быть выразить, 
или подъ видомъ г^{\ -*- (), или же, на основан1и фориулъ {82 Ыз) подъ видоиъ ше- 
стичлена: 

Если представииъ се6% что по всЬиъ направлен1яиъ, проведенныиъ изъ точки О, 
будутъ отложены рад1усы векторы г, обратно пропорщональные корняиъ квадратныиъ 
изъ соотв']Ьтственныхъ каждоиу направлешю величинъ в, то геоиетрическое н'^сто то- 
чекъ, находящихся на концахъ этихъ рад1усовъ векторовъ, будетъ поверхность втораго 
порядка, выражаеиая уравнешеиъ: гЧ=гК, т. е.: 

(а:_1)а2-н(у,-1)6^-1-(^,-1)сЗ^ 
'^{Уъ'^^^)Ьс-^{е^-^х^)са'^{х^-^-у^)аЬ=:К', (98) 

эта поверхность называется поверхностью удлинненгй. 

Величины е, соотвЪтствующ1я каждоиу рад1усу вектору этой поверхности, обратно 
пропорщонально квадратаиъ этихъ рад1усовъ векторовъ. 

§ 24. Главный ос1 деФорнац1н. Разложен1е однородной деФорнац1и на 
чистую деФормац1н1 1 на вращен{е. 

Въ дефориирующеися однородныиъ образоиъ т'Ьл'Ь можно найти так]я направле- 
Н1Я и так1я плоскости, который будутъ взаимно-перпендикулярны, какъ въ иоментъ 
^ = О, такъ и въ иоиентъ Л 
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Для опред^^дешя такихъ направлешй и плосБОстей будехъ искать въ.тЬл'б такое 
направлеше Р, проведенное черезъ начало Еоординатъ О и такую, проведенную черезъ 
О плоскость П, которня были бы взаиино-перпендикулярны въ оба момента времени. 

Пусть Х^, X , Х^ суть косинусы угловъ, составляемыхъ атимъ направлешемъ Р 
съ осями координатъ въ моментъ < = 0, а Л^., А^, Л^ — косинусы угловъ, составляе- 
мыхъ т-Ьмъ же рядомъ точекъ тЪла съ осями въ моментъ Ь\ если на первоначальномъ 
направлешй Р отложимъ отъ О длину равную единиц'Ь, то начальный координаты конца 
этой длины будутъ: а = Х^. , Ь =: X , с = Х^. Означимъ черезъ Е линейное удлинне- 
ше этой длины; такъ какъ разстояше конца ея отъ О въ моментъ I 6^^1,ьть (1 -ь Е), 
то координаты этой точки тогда будутъ: а; = (1 -1-]5?)Лд., у =(1 -•-^Б)А , 
;8? = (1 -ь ^Б)А^; применяя сюда формулы (82 Ьй), получимъ сл4дующ1я соотношешя 
между косинусами угловъ составляемыхъ съ осями координатъ направлешями: началь- 
нымъ ОР и изм4нвннымъ всл'Ьдств1е деформащи — ОР^: 



Ау(1-*--Е0 = 2^1Х^-*-2/з\-+-У8\ 



(99, а) 



ПроведемЪу въ моментъ 1^ плоскость черезъ начало координатъ О, перпендику- 
лярную къ направлешю Р'; уравненге этой плоскости П' будетъ: 

А^Х-4.А^У.4-А,;^=0, 

гд'Ь X; У, 2 суть координаты т^^хъ точекъ т'Ьла, который въ моментъ I заключаются 
въ этой плоскости; пусть А^ В, С суть начальный координаты тФхъ же точекъ. 

Выразивъ, въ посл']^днемъ уравнеши, косинусы А^, А , А^ въ косинусахъ Х^, 
\у \ по формуламъ (99) и координаты X, У, 2 въ координатахъ -4, Б, С по фор- 
муламъ (82 Ъг$% получимъ сл'Ьдующее уравнеше: 

той плоскости П, въ которой въ моментъ ^ = О находились веб точки т^^а, располо- 
живппяся въ моментъ I по плоскости П'. Плоскость же П должна быть перпендику- 
лярна къ направлешю ОР^ поэтому коэфищенты координатъ А^ В^ С должны быть 
пропорщональны косинусамъ Х^^ X , Х^; означивъ коэфищентъ пропорщональности че- 
резъ 9? получимъ три сл^Ьдующ1я уравнешя, которымъ должны удовлетворять эти ко- 
синусы : 

Яз 1,^Ь,\^Н, Х,= Х^(р \; .(10в) 

Д^Х.-ьЯ, Х^^АЧ=Х,9 
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Брох'Ь того, Босинусн ЭТИ связаны между собою еще четвертнмъ равенствоиъ: 



'^я. ~^ ^*» ' 

X у 



>/=1 



(101) 



' Если помножимъ первое лзъ равенствъ (100) на Х^, второе — на X , третье 
на X , сложииъ и прииеиъ въ разсчетъ равенство (101), то получииъ: 



2\ 2 



ЧК'-^Ч^ 



Ь,^ Х/-Н 2 Д, Х^ Х,^ 2Щ \ Х^+ 2Яз X, Ху = 9. 



Изъ равенства же (86) сл'Ьдуетъ, что первая часть этого равенства равна 
(Х^2^ Ху^-н X/) (1 -*- ЕУу стало быть ф = (1 -♦- Е)\ 

Уравнен1я (100) суть т% саиыя, которыя приходится р'Ьшать при опредЪлеши 
главннхъ осей эллипсоида, внражаеиаго уравнен1еиъ (96), т. е. эллипсоида дефориацш. 

Исключивъ изъэтихъ уравнешй косинусы Х^, Х^, Х^, получимъ уравнеше третьей 
степени относительно (р: 






= 



(102) 



Если найдеиъ три корня ф^, ф^, фз этого уравнешя, то изъ уравнен1й (100) и 
(101) найдеиъ затЬиъ три совокупности значенШ Х^, Х^, Х^, опред1^яющихъ началь- 
ный положен1я трехъ направлен1й, соотв'бтствующихъ этииъ корняиъ. 

Пусть корню ф1 соотв-Ьтствують косинусы Хд. , X , Х^ , а корню ф^ — косинусы 
^^, 1л , (л^; подставивъ въ равенство (100) вжйсто ф — значеше ф2, вместо ^^д., X , 
Х^ — величины |11д., (1у, 1*.^, помноживъ загЬмъ первое — Х^., второе — на X , третье — 
на Х^ и сложивъ, получииъ сл^кдующее равенство : 

{1,^ Х^^ Я, Х^.*. Щ \) 1х,н- (Нз X,-*- V \-^ Щ \) 1^у-*- 

на основан1и же равенствъ (100), пршгЬненныхъ къ значешю ф|, первая часть соста- 
вленнаго сейчасъ равенства есть ни что иное, какъ ^1 0<д^V-x'^ ^И-у"*" К9-х)} * потому; 



(91— 92) (^х »^х-*- \ 1^у"*- Ч И-ж) = <) 



(103) 



Основываясь на этомъ равенств'Ь можно доказать, что всЬ три корня уравнешя 
(102) действительны; въ самоиъ д^ЬлЪ, предположимъ, что это уравнеше ииЪетъ только 
одинъ дМствительный корень ф,, два же проч1е суть мнимые сопряженные: ф^=р-^хф 
и фл=рн-х|, въ такомъ случа* и косинусы Х^., 1*.^., Х^, |1у, Х^, 1л^ окажутся (изъ 
1 00) мнимыош и попарно сопряженными, т. е.: 



^ 
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а поэтоЕу равенство (103) получить такой видъ: 

2>сг (а,^^ р,^^ а^^-н ?/-^ а,'^ р/) "*- 0; 

это требуетъ, чтобы х было равно нулю, т. е. корни не должны быть инимыии. 

Борнц уравнешя (102) не только не иогутъ быть инииыин, но даже не иогутъ 
быть отрицательными; для тогр, чтобы уб']Ьдиться въ этомъ, разсиотрииъ каковы ко- 
эфищенты у различныхъ степеней ф въ этомъ уравнен1и: 












<р^ (Ь^-*- ц 



- 




-♦- 




2^ V) - <?" = 


^0. 





< Первый членъ первой части есть ни что иное, какъ квадратъ определителя В (89); 
каждый изъ определителей втораго порядка, входящихъ въ составъ Еоэфиц1ента пер- 
вой степени ф, равенъ суинФ трехъ квадратовъ, ваприи^ръ: 






= (у, «'з— ^0 !^з)--н (г, а-з — ага ггз)--*- (*, уз— 2^2 а^в^) = 



поэтому уравнеше (102) можно представить такъ: 

1 

2)з_ 2)2 ^^^г^ /^3^ /^2) ^ ^ (2^ ^3^ 2^^2^ х^2) ^в_ ^3^ 0. . (102, Ыз) 

Теперь уже прямо видно, что ни при какоиъ отрицательвомъ ф первая часть 
9того'уравнен1я не можетъ обратиться въ нуль. 

И такъ всЬ три корня уравнешя (102) положительные; изъ равенства (103) сл*Ь- 
дуетъ, что если корни не равны между собою, то соотв'Ьтственныя имъ направлешя 
взаимно-перпендикулярны. Пусть ф] есть наибольш1й изъ трехъ корней, а (рз — н^^' 
меньштй. Удлиннев1я Е^^ Е^^ Е^, соотв'Ьтствуюиия этимъ корнямъ называются глав- 
ными удлинненгями, а соотв^^тствующ1я корнямъ направлен1Я, по которымъ происхо- 
дятъ эти удлиннешя, называются главными осями деформацги. Главныя оси дефор- 
мащи мы будемъ обозначать знаками Е, Т, Е, притомъ направлешя этихъ осей въмо- 
ментъ ^ = будемъ обозначать такъ 2^, Т^, 2^, въ направлешя ихъ въ моментъ 
I — такъ 2^ , 1\ , 2, ; косинусы угловъ между этими направлеи]яии и неподвижными 
осями будемъ обозначать сл'Ьдующими знаками: 



^1= ^9.- 1 
Ез= У^з— 1 



'О 



Г. 



•о 



X 

к 



у 



у 



X. 

V 



X 



X 



у 



V, 



М 



2. N. 



М 

N 



у 



у 



А. 

N. 
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Босинусн угловъ, составляеиыхъ осями деформащи въ момептъ I съ неподвиж- 
ными осями, выразятся въкосинусахъ первоначальныхъ положен1й поформуламъ(99,а) 
и еще по сл']^дующимъ: 

М^ ( 1 -*- Ез) = х^ 1^^-н х^ ^у -н Жз р.^ 

1 



у 



у 



(99, Ъ) 



Ч, (1 -»- Е^ = ^1 И-^-Ь «2 11.у -♦- ^8 {1, 

Л'^, (1 -ь Е^ = у^ \ -*-Уг\-*- Уг \ 



(99, с) 



Изъ этихъ равенствъ можно получить выражен1я для коэфифентовъ х^^ у^^ 

^3 въ фунвщяхъ отъ главныхъ линейныхъ удлинненхй и восемнадцати косинусовъ, вхо- 
дящихъ въ равенство (99). 

Помноживъ первое изъ (99, а) на Х^, первое изъ (99, &) на (1^ и первое изъ 
(99, с) на 7^ и сложивъ, мы найдемъ, что во второй части множитель у х^^ будетъ ра- 
венъ )^а,^-+-|1д.2-ь Уд.^, т. е. единиц*, множители же у гГз и Жд будутъ равны нулю; та- 
кимъ образомъ получимъ первое изъ нижеприведенныхъ равенствъ, и подобнымъ же 
образомъ составимъ и остальныя восемь выражешЯ; а именно: 



х,— { 


1 -*- ^Е;,)X^А,-+-(1 -н^?,),^^М,-+-(1-ь^8)^Л, 




У,— ( 


1 -^ Д)Х^Л^,-+-(1 -ь^;,),1^Му-*-(1 ^-^^;,)V^:V^, 


..(104, а) 


«1— ( 


\ ^Е,)\А^^а •^Е^)Г.^Щ^{\ ч-Е,)^^^^ 




х^—{ 


[\ ч-Е,) \К-^(\ -н^,),1,М^н-(1 -^-^,)V^,N^ 


^ 


^2=1 


[1 -*-Е,) \\-^{] -*-Е,) и.,М,,-*-(1 -нЕз)V^N^ 


..(Ш,Ь) 


^а = 1 


[1 -н Д) ).,,Л,-*-(1 н-^,)1.^М,-|-(1 н-^;з)V,N, 




;вз=( 


:1^Е,)\А^^(1 -ь^^)^Л1^-н(1 -н^?з)V,N^ 




Уя = { 


;1 -*-Е,) \Ау-^{^-*-Е,)V.,М^-*-{^-*-Е,)V^N^ 


..(104, с) 


гз — { 


[1 -^Е,) КА.ч- (1 -,-Е,)р1,М,-ь(1 -*- Е,)к, N. 





Такая однородная деформащя, при которой направлен1е главныхъ осей въ про- 
странств* неизм*няется, называется чистою однородною деформацгею. 

Изъ вышеприведенныхъ формулъ(104) видно, что при чистой деформац1И должны 
быть равны между собою сл'Ьдующ1е коэфищенты: 2/3=^2? ^1=^8) ^2=^1? всл'Ьдств1в 
того, что направлен1я главныхъ осей остаются неизменными въ пространств*. 

Бели, кром* того, главныя оси чистой деформац1и совпадаютъ съ неподвижными 
осями координатъ, то тогда изъ девяти коэфищентовъ деформащи только три не бу- 
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дуть равны нулю, а именно: я:,= (Гч- Е^\ у^= (1 -н Е^), ^з= (1 -*--^8) ^ самал 
деформащя выразится такъ: 

я^ = (1-4-^?^а, у = (1-4-Ез)Ь, ^? = (1 -*-^Ба)с (105) 

Бозвращалсь опять къ какой бы то ни было однородной дефорнацш, означииъ 
черезъ ё, "У], ^ относительныя координаты какой либо точки т'Ьла по отношешю къ 
осямъ Е^ , Т^ , 2^ (въ моментъ 1\ а черезъ а, р, ^ — относительныя координаты той 
же точки т-Ьла по отношетю къ осямъ Е^, Т^, 2^ (въ моментъ { = 0). По изв4ст- 
нымъ формулаиъ преобразован1я прямоугольныхъ координатъ: 

5 = хА^'-н уЛу-н 0А^, а = аХ^-*- ЬХуН- с\, 

подставивъ же вм'Ьсто 2г, у^ г вторыя части равенствъ (82&гб) и принявъ зат'Ьиъ во 
внимаше выражешя (104) для коэфищентовъ я^^, у^* • • -^в^ А&йдемъ, что % выра- 
зится такъ : 

^ = (1 + ^&,) {а\-^ Ь\^ сХ^ = (1 ^ Е,) а; 

такимъ образомъ окажется, что: 



| = (1-н^?;,)а, 71 = (1^Вз)р, ? = (1ч.Ез)'у; (106) 

это значить, что если представииъ себ'Ь неизменяемую среду, неизм'Ьнно связанную съ 
главными осями Е, Т, 2, то, по отношенш къ этой сред'Ь, деформирующееся гЬло со- 
вершаетъ чистую деформащю, между тЪмъ какъ абсолютное движеше этого тЬла есть 
соединен1е этой чистой деформащи съ переноснымъ вращен1емъ вм^Ьст^ съ неизм'Ьняб- 
мою средою и осями деформащи вокругъ начала координатъ О. 

Изъ выражешй (105) и (106) прямо видно, что чистая деформащя можетъ быть 
разсматриваема какъ соединен1е трехъ линейныхъ растяжешй параллельно главнымъ 
осямъ деформащи. 

Прим'Ьръ Ьй. Прим^^нимъ сказанное въ настоящемъ параграф-Ь къ опред'Ьлетю 
главныхъ осей однородной деформац1и, выражающейся следующими формулами; 

Эта деформащя состоитъ въ томъ, что всЬ плоскости, параллельный плоскости 
У^, сдвигаются параллельно оси У-овъ на разстоян1я, пропорщональныя а, т. е. раз- 
стояшю ихъ отъ плоскости У?; при этомъ тЪ плоскости, который пересЬкаютъ поло- 
жительную ось Х-овъ, сдвигаются въ сторону положительной оси У-овъ, тЪ же, ко- 
торый пересЪкаютъ отрицательную ось Х-овъ, сдвигаются въ сторону отрицательной 
оси У-овъ. Поэтому такая деформащя называется щостыжь сдвигомг параллельно 
плоскости У2 по оси У-овъ. 

Боэфищентъ ^, выражаетъ величину сдвига той плоскости, которая отстоитъ 
отъ плоскости У2 на единицу длины. Возьмемъ ту точку тЪла, которая въ моменть 

< = О имеетъ положеше ^, определяемое координатами а=1, & = — -|у с = 0; 
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• » 

эта точка въ моментъ I будетъ им*ть положеше К^, (черт. 15), определяемое координа- 
тами: а?=1, У = у, с = 0; величина уравняется удвоенному тангену угла ф, состав- 

ляемаго направлешями ОК^ и ОК^ съ осью Х-овъ; д=21^^. 

Опред'Ьлимъ величины главныхъ удлиннентй этой деформащи, а также направле- 
Н1Я главныхъ осей въ моменты { = 111. 

Зд4сь у^=д, ж,= Уз= ^8=1? ^2= ^з" Уъ= ^1=^2= ^^ 8ат4мъ: 

определитель В равенъ единице, поэтому кубическое расширен1е въ этой деформащи 
равно нулю. 

Уравнеше (102) въ этомъ случай будетъ следующее: 

1-9(Зн-5^)^(рЗ(з^^2)_^8_(1_^)(^2_^(2+^)-н1) = 0; 
корни его: 

9а= 1, 5= О, 
Замйнивъ д черезъ 2%ф, найдемъ, что Уф^и Уф^ выражаются такъ: ' 

^ч>з= ~гзг;р = *& (т — т; - у^- 

Такъ какъ уголь ф, а а*довательно также и (у — ф V мен^Ье прямаго, то (^ — у] 

мен'Ье 45^, а потому Уф| бол'Ье единицы и Уф^ мен'Ье единицы; нзъ этого сл'Ьдуетъ, 
что Е^ есть величина положительная и выражаетъ расширен1еу аЕ^ есть величина отри- 
цательная и выражаетъ сжат1е. Величины ихъ суть: 

^|=со1г(т-т)-1' ^=1^(^-1)- 1. 

Прим^^нивъ уравнешя (100) и (101) къ той главной оси Т, которая не полу- 
чаетъ ни удлиннен1я, ни сжапя, мы найдемъ, что они въ настоящемъ случай будутъ: 

^К'^9\^-у=' О, д^^= О, ^х-^ ^-у-^ [*•/= 1, 

изъ нихъ сл*дуетъ: |1.д.= О, (1^= О, 1л^= гЬ 1, т. е., что ось Т совпадаетъ въ мо- 
ментъ ^ = О съ осью ^-овъ. Изъ выражен1Й (99, 6) видно, что то же самое положеше 
ииЪетъ эта ось и въ моментъ I. 
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I 

Поэтому об'Ь др}Т1я главныя оси находятся въ плоскости X У, такъ что Х^ , Л ^ , 
^2 5 N^ равны нулю. 

Для 011ред'ЬлбН1Я полохен1я оси наибольшаго удлиннен1я Н въ моментъ^=0^ до- 
статочно будетъ взять сл-Ьдующее изъ уравнен1й (100): 

(</^н-1_ср,)Х^-,-^Х^=0, 
которое, посл^Ь надлежащихъ сокращен1й, можно представить такъ: 



п отсюда сл-Ьдуетъ: 



-()/>-?-|)^«-\=о. 



■ 

такъ что ось Н^ составляетъ съ осью Х-овъ уголъ (~ — у), а стало быть та- 
кой жа самый уголъ составляетъ ось наибольшаго сжат]я 2,^ съ отрицательною осью 

У-овъ, т. е. ось 2о должна делить уголъ УОК^ пополамъ. Если изъ центра О про- 
вести кругъ рад1усомъ равнымъ ОК^ (черт. 15-И) и точку А соединить съ К^у то на- 
правлен1е^Яо будетъ параллельно оси 2^, а направлеше ВК^ — параллельно оси Е^. 
По формуламъ (99) найдемъ положешя осей Н} и 2^ въ моментъ I; окажется: 

Т. е. ось Е^ д*литъ пополамъ уголъ К^ОУ] направлеше ВК^ параллельно оси Е, и 
направлеше ^Я, параллельно оси 2.^. 

Сдвигаемый плоскости, параллельный плоскости У2у не претерп'Ьваютъ искаже- 
н]я; кром'Ь того, есть еще другая система параллельныхъ между собою плоскостей, въ 
которыхъ въ моментъ ( расположен1е точекъ т-Ьла тождественно сътФмъ, которое было 
въ моментъ ^ = 0; это именно суть т^^ плоскости, который вначал'Ь были параллельны 
плоскости 2!0К^, а въ моментъ I стали параллельными плоскости 20К^; по направле- 
Н1ямъ, заключающимся въэтихъ плоскостяхъ, вещество не получило ни растяжен1я, ни 

С2КаТ1Я. 

Чистая часть деформац1и при простомъ сдвиг'Ь состоитъ изъ линейнаго растяже- 
Н1Я по оси Е, равнаго Е^^ и изъ линейнаго сжат1я по оси 2, равнаго Д, то есть отри- 
цательно взятому отношен1Ю Е^къ{1 -+• Е^); всякая длина параллельная оси Е уве- 
личивается въ отношен1и (1 н- Д) къ единиц'Ь, всякая же длина параллельная оси 2 
уменьшается въ отношен1и единицы къ (1 н- Е^). Бели ось Е будетъ неизм'Ьнно на- 
правлена по оси У-овъ, а ось 2 по оси Х-овъ, то такая чистая деформац1я выразится 
такъ: 
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§ 25. Конпеек1я поверхносп равнаго удл1ннен1я« Не1бкажающ1яся 
плоскоеп. 

Изъ уравнешй (86) и (94) параграфа 23-го сл'Ьдуетъ, что направлешя, по ко- 
торыиъ удлинвеше ииЪегь одинаковую величин]^ е (не ббльшую Е^ и не меньшую Е^^ 
параллельны производящинъ 1сонической поверхности втораго порядка, видъ которой 
при начальнонъ состояши т^^а выражается уравнешемъ (86), а при состояши т'Ьла въ 
ионевтъ I — уравнен1емъ (94); каждая такая поверхность называется кшичеоцою по- 
еерхностЩ раеныхь удлиннепгй. 

Длины рад1усовъ векторовъ эллипсоида дефориащи, лежащихъ на одной и той 
же конической поверхности этого рода, равны между собою. 

Коническая поверхность удлиннен1Й равныхъ Е^ состоитъ изъ двухъ плоскостей, 
пересЬкающихся по средней оси эллипсоида деформащи и образующихъ круговыя сЬ- 
чешя этого эллипсоида. 

Углы между рад1усами векторами, находящимися въ одной и той же плоскости 
круговаго с'Ьчен1я, остаются неизм'Ьненными при деформащи; чтобы уб'Ьдиться въ этомъ, 
составимъ выражен1е косинуса угла, составляемаго съ осью Г какимъ либо рцд1усомъ 
векторомъ г въ моментъ 1\ это выражен1е будетъ: 

Р ' 

подставивъ сюда вместо я?, у, « — выражешя (82 Ыз) и вместо М^., М , М^ — выра- 
жен1я (99,&), найдемъ, что на основаши равенствъ (100), прим'Ьненныхъ къ оси Т, 
предыдущее выраженхе получитъ сл'ЬдующШ видъ: 

(1 н- Е ) ^^^"^ ^'*^"*" ^^' • 

но если рад1усъ векторъ заключается въ плоскости одного изъ круговыхъ с'Ьчен1й, то 
г = г{\ -^ Е^^ а потому предыдущее выражен1е обратится въ: 

дцд-н Ьцу-»- СН.Д 
г ' 

то есть въ косинусъ угла, составляемаго начальнымъ направлен1емъ г съ начальнымъ 
положешемъ оси Т. 

Сл^кдовательно всяк1я фигуры, начерченныя въ плоскостяхъ круговыхъ сЬчешй 
получаютъ только расширен! е Е^ по всЬмъ направлен1ямъ, не претерп'Ьвая искажен1я; 
а потому плоскости параллельный круговымъ с'Ьчен1ямъ эллипсоида деформацш могутъ 
быть названы неискаоюающимися плоскостями. 

Въ чистой деформащи, разсмотр'Ьнной въ конц'Ь предыдущаго параграфа, неиска- 
жаюпцяся плоскости параллельны направлен1лмъ : 

а=±Ь(1-+-Д) = ±Ьсо%(^-|-) 

въ моментъ ^ = О, въ моментъ хе I он'Ь параллельны направлешямъ : 
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§ 26. О соеданен1и однородныхъ деФор||ац18* 

Въ параграф'^ 24-мъ было ухе упомянуто, что всякую чистую дефориац1Ю можно 
разсматривать, какъ собди^ен1е трехъ растяжен1й параллельно главнымъ осямъ чистой 
деформащи. 

Кром'Ь того, всякую чистую деформащю можно еще образовать изъ чистаго сдвига, 
изъ растяжеюя или сжаия перпендикулярнаго къ плоскости сдвига и изъ равном4р- 
наго растяжен1Я или сжат1я по всЬмъ направлешяиъ. 

Въ самомъ дЪл^Ь, подвергнемъ гЬло сначала чистому сдвигу въ плоскости ХУ, 
такому, чтобы ось Х-овъ была осью наибольшаго растяжен1я Еу & ось У-овъ осью 
наибольшаго сжат1я ( — Е:1-%-Е); результатъ этой деформащи будетъ: 

ЗагЬмъ, подвергнем! деформированное т'Ьло растажен1ю равному В по оси ^-овъ; 
новыя координаты {х\ (у), {г) выразятся въ координатахъ х^ у^ г такъ: 

{х) = х, {у) = у, {в) = ^{\^В). 

Наконецъ подвергнемъ посл^Ь этого т^ло равном'Ьрному растяженш А по всЬмъ 
нацравленхямъ, поел* чего точки т-Ьла будутъ им-бть координаты ((а?)), ((у)), ((^зг)), 
выражаемый въ предыдущихъ координатахъ такъ: 

((а:))=(а;)(1-ьЛ), Ы)={у){\^А\ {{г))={^){\^А). 

Результатъ этихъ трехъ деформащи выразится сл']^дующимъ образомъ въ коор- 
динатахъ а^Ъу с: 

{{х))=а(1^Е){1ч^А), 

{{,))=€ {1 ^ В) (1^ А). 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что всякую чистую деформащю съ главными удлиннешями Е^ , 
Е^ , Е^ можно разложить на чистый сдвигъ съ удлиннетемъ Е по оси Х-овъ, на растя- 
жеше В по оси ^?-овъ и на равном'Ьрное удлиннен1е А по вс^Ьмъ направлен1ямъ, гд'Ь 
Еу В я А выразятся такъ: 

1-нЕ=]/[^, 1^А=У{1^Е,){1чг^Е^, 



1-ьВ = 



1^^5;з 1-+-^Е?я 



•(1 -н Е^) (1 ч- Е^) 



Въ этомъ случа'Ь совершенно безразлично, въ какой посл']^довательности будутъ 
эти три деформацш приложены къ тЬлу; вообще же говоря результатъ последователь- 
наго приложен1я двухъ или н'Ьсколькихъ однородныхъ деформащи изм'Ьняется при пе- 
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рем'Ьн'Ь порядка приложен1Я деформацШ. Такъ, наприм'Ьръ, если тЬло будетъ подверг- 
нуто сначала растяжен1ю к по оси Х-овъ: 

а:=а (1-^-^), у=Ь, ^ег=с, 

а затЬиъ сл^Ьдующей деформащя: 

то результатъ дтихъ двухъ деформащй будетъ такой: 

{х)=-Ъ, (у)=а(1-ьА;) (1-ьх), {г)=с, 

это — растяжеше по оси 2, равное (& -^ х -н кк)у сопровождаемое поворотомъ осей де- 
фориащи на прямой уголь сл'Ьва на право, причемъ ось растяжен1Я (2) сначала совпа- 
дала съ осью Х-овъ, а подъ конецъ совпадаетъ съ осью У-овъ. 

Бели же перем^Ьнить порядок'ь деформащй, приложивъ сначала деформац1ю: 

^ 

а потомъ растяжеше к по оси Х-овъ: 

{х)=х (1н-А;); («/)=у, (^)=^, 
то результатъ будетъ сл'Ьдующ1И: 

(х)=-Ъ{\-^к\ (у)=а(1ч-х), (л^)=с: 

это — растяжеше по оси 2, равное к^ и растяженхе по оси Т, равное х, сопровождае- 
мыя поворотомъ осей деформащй сл'Ьва на право на прямой уголъ, причемъ оси 2^ и 
Го совпадали: первая — съ положительною осью У-овъ и вторая — съ отрицательною 
осью Х-овъ, оси же 2^ и Т^ совпадаютъ: первая — съ отрицательною осью Х-овъ, вто- 
рая — съ отрицательною осью У-овъ. 

Разсмотримъ теперь слЬдующгй примерь. 

Прим'Ьръ 2-й. 

Сначала произведенъ простой сдвигъ величины д^ тотъ самый, который разсмо- 
тр'бнъ въ прим^рЪ 1-мъ: 

зат^мъ произведенъ сдвигъ такой же величины, но параллельно плоскости 2Х и при- 
томъ по направленш положительной оси Х-овъ: 

{х)=^х-^уд, {у)=у, (^)=^. 
Въ результате получается следующая чистая деформащя : 
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Очевидно^ что здЪсь, какъ и въ прим'Ьр'Ь 1 -хъ, одинъ изъ Еорней ср равенъ еди- 
ниц'Ь и соотв^Ьтствующая еиу главная ось совпадаетъ съ осью 2\ назовемъ дв'Ь друпя 
главння оси— осями Н и Т^ а соотв'Ьтствующхе икъ корни означииъ черезъ ср^ и (р^. 

Зд'Ьсь 

уравнен1е, опред^Ьляющее Еорни 91 и ф^ • 

1_ф(2-н4р«^^)-*-9'=0, 
самые корни суть: 



9,= 1 -ь 2<7»-ь ^ -н }/ 4^4- 5*?*-ь 2/н- 1, 
9з= 1-ь2(,^-*-|!-]/4^-н5/н-2р»-^^, 



^, 



Такъ какъ 

А^-9.=-я,(]/т:;:|-1), Яз= 2^ (1 -^ |^), 



то окажется^ что ось 2 им'Ьетъ сл^Ьдующее положенае: 



'='е(н.« = )/1-?-|='в(т-|)- 



ЕСЛИ же эти два сдвига будутъ произведены въ обратномъ порядк'Ь, то резуль- 
татъ ихъ будетъ опять чистая деформац1я: 

Зд'Ьсь 

Х,^= 1 -^9\ Ъ:-= 1 -+- З^Ч-(7*, Яз= 2д {\ -н^), 1)= 1, 
корни I величины Е.^ и ^Е^, ^^ 'в> ^^'- 



^-9х=-Я,(|-ь>/1-^^), 

ч 

Т. е. теперь ось Е составляетъ уголъ (~ — ~ ) съ осью У-въ. 

Такая деформац1я можетъ быть названа двойпымъ сдвигомъ въ плоскости ХУ, 
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Дв^ как1я либо чистыд дефор]|ац1и, придоженння одна за другою, даютъ въ ре- 
зультат'Ь дефориацш сопровождаемую вращен1еиъ. Предоставляеиъ читателю уб'Ьдитьсд 
въ тоиъ, что величины главныхъ удлиинетй * составной дефориац1и не зависдтъ отъ 
того, въ какоиъ порядк'Ь были приложены составляюпця чистыя дефорнацш. 

§ 27. Объ однородныхъ ничтожно-ммыхъ деФориац1яхъ. 

Подъ этимъ ииененъ подразуи'Ьваются таБ1я однородный дефорнац1и, коэфищенты 
которыхъ ^39 ^8? ^1' ^8' '^р ^2 настолько малы, а Еоэфищенты х^, у^, г^ настолько 
надо разнятся отъ единицы, что можно пренебречь квадратами и произведешями этихъ 
величинъ сравнительно съ ихъ первыми степенями. 

При такой деформащи перемтьщетя точекъ ттьла ничтооют малы сравни- 
тельно съ первоначальными величинами координать. 

Пусть: 

а; = а (1 н- €1) -♦- Ъ%-^ с^а) 



У— «Из-*- Ь (1 ч- д -н 0^1, 

;8Г == ахд-ь Ьх^н- с (I -Ь бз), 



(107) 



есть одна изъ такихъ ничтожно- малыхъ деформащи. 

Составивъ выражен1я (87), (84) и (90) параграфа (23), а также выражешя 
(ЗЪЫз) и пренебрегая въ нихъ квадратами, произведешями и высшими степенями нич- 
тожно-малыхъ величинъ &^, е^, Бз^ ^> ^ сравнительно съ первыми ихъ степенями, най- 
демъ следующее: 

^1= VI -4- 2е, — 1 = е^, е^— е^, 1^= е, (108) 

С08 (М.'ОМ,) = (^ ^^4д1^'^ ,^) = Х.Ч- а^ , С08 (ЛГ,'ОЛГ/) = х,^ ^„ 

С08 (Ж,'ОЖа') = ХзЧ-%, <? = 61-4- 6,-*- г, (109) 

Сл'Ьдовательно, при однородной ничтожно-малой деформащи коэфищенты 
^1> Ч> ^8 ^У^^ величины удлиннешй единицг длинг^ параллельныхъ осямъ коорди-- 
натЬу суммы (х^-*-^^), (Хз-ь^з)? (^з"+ ^з) выражаютъ величины косинусовъ угловъ^ 
образуемыхъ послгь деформащи ттьми направленгями, кошорыя первоначально 
были параллельны осямъ координатъ^ а сумма (е,-н ^зН-бз) выражаетъ величину 
кубическаго расширенгя единицы объема вещества. 

Деть катя л^лбо ничтожно-малыя деформащи, сообщенныя одному и тому 
оюе веществу^ даютъ въ результатгь также ничтожно-малую деформащю, ко- 
эфищенты которой равны суммамъ соотвтьтствующихъ коэфицгентовъ соста- 
вляющиосъ деформаигй; въ самомъ дЪл'Ь, если первая и вторая ничтожно-малня де- 
формащи суть (107) и сл'Ьдующая: 

(а?) = а;(1-|-0-^2А;-*-А^ 
(у) — жхз'-^- у (1 н- ез') -ь Л/, 

(г) = жх/^ ух/-1- 0(1-4- е/), 
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тОу пренебрегал произведенхями воэфищентовъ сравнительно съ первыми степенями ихъ, 
получимъ: 

Ы = « (^-*- О -ь 6 (1 -+- езн- б/) н- с (^,ч- ^/), 
(л) = а (Хз-ь х/) н- Ь (х^-н х/) -ь с (1 ^ ез-н ед'). 

Отсюда видно еще, что совершенно безразлично, &ь каномь порядить будушъ 
произведены ничтожно-малыя деформацЫ одна за другою и что результатъ бу- 
детъ тотъ оюе самый, если обть деформацги будутъ произведены одновременно. 

При ничтожно-малой деформац1и величины главныхъ удлиннешй Е^, Е^, Е^ ни* 
чтожно-иалы, а также ничтожно-малы и изм'Ьнешя косинусовъ угловъ при вращен1и 
осей, такъ что, наприм'Ьръ, Л^. разнится отъ Х^. на ничтожно-малую величину ДХ^. 
Пренебрегая нвадратами и произведентями ничтожно-малыхъ величинъ и принимая во 
внимаше, что: 

^Д^о.-*- ^-х^^-х-^ ^хД^а.= о, 

найдемъ изъ формулъ (104) сл'Ьдующтя выражен1я для коэфищентовъ ничтожно-малой 
деформащи: 









8\ 



(110) 



гд-Ь: 






(111) 



9,= К\К-^Е,^г}?-а>-*-^^\\ ) (11^) 

<^1= \^К-*- 1^/[*,-^- \^\= - (\^\ ■*■ 9-Аь -*' ^^\^ 

"з= К^К-^ V^г^V■x-*- ^Д^х= — (^х^^.-^- М^^.-^ ^'^^) 

"3= ^х^^»-*- М^-^ \Д\= — (^/^^х-»- \^у^\?'х-*- ^Ч)- 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что всякая ннчтожво-налая деформащя иохетъ быть разюжеца 
ва ничтожно-малую чистую дефориащю: 
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а; = а (1 -*- 6,) -н Ьд^-^-сд^ 
у = ад^-^- Ъ {I -*- г^) -*- сд^ 
г = ад^-^-Ъд^-*- с {I -*- 6») 

« 

И на ничтожно-малое вращбН1е: 



(ИЗ) 



а;=а-*- 



о^с — ОдЬ, у=Ь'^-о^а — Ю1С, 0=^сЧ'(о^Ь — о^а. 



(114) 



Ничтожно-иалыя изм'Ьненк, получаемыя координатами точекъ при этомъ враще- 
нш, т. е. разности {х — а), {у — Ъ), {г — с), выражаются формулами, совершенно ана- 
логичными т'Ьмъ формуламъ кинематики твердаго гЬла, который вырйжаютъ проэкцхи 
скоростей точекъ твердаго тЪла, вращающагося вокругъ начала координатъ (см. фор- 
мулы (96) стр. 85-й кинемат. части составленнаго мною курса); притомъ выражешя 
величинъ 6)^, «з, й>з аналогичны выражешямъ проэкщй Р, ^^ Е угловой скорости на 
оси координатъ X, У, 2у если эти проэкщй выражены въ косинусахъ Х<р, X , . . . .V^ 
и производныхъ отъ этихъ косинусовъ по времени (см. формулы (95) стр. 84-й кине- 
матич, части того же курса); разница между выражешями для Р^ ^^ Еи для о^, Оо) 
Оз состоитъ въ томъ, что въ посл'Ьднихъ находятся приращешя ДХ^., ДХ , . . . . Ду^ 
нагЬхъже мФстахъ, на которыхъ находятся производный Х'^, Х^^, . . . . у'^ въпервыхъ. 

Изъ этой аналог1и видно, что о = Уо^^-^- о^-н Ь\ есть ничтожно -малое угло- 
вое перем^Ьщеше т'Ьла при вращен1и (114) и что направлеше, составляющее съ осями 
координатъ углы, косинусы которыхъ равны отношен1ямъ: 









Ы 



3 



(О 



есть мгновенная ОСЬ вращен1я т'Ьла; такъ что т'Ьло, при вращеши (114), поворачи- 
вается какъ твердое т^о вокругъ этой оси на ничтожно-малый уголъ о. 

Величины с>>1 , 02 , (из можно назвать проэкцгями на оси X, У, 2 угловаю пе- 
ремтыцтгя тгьла (д при ничтожно-малой деформащи (107). 

Чистая деформац1Я (113) можетъ быть разложена на шесть составляющихъ чи- 
стыхъ же деформащи, а именно : 

на ничтожно-малое растяжеше величины е^ (на единицу длины) параллельно оси Х-овъ, 

„ „ У-овъ, 

„ „ ^-овъ, * 



2 
^3 



на двойной сдвигъ величины 2д^ въ плоскости У2^ 

» » » » ^9 в » » А «г. 

Величины 9^ 9%} 9з^ проэкщй угловаго перем-бщетя выражаются такъ: 



Л=4(^1-»-^1) 
5^8= о" (^3~*"%) 



....(115) 



"3= Т ('«3— ^з) 



....(116) 



6» 
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V. 

Объ эллипсоиде напряжен^ и поверхности направлеи1й. 
§ 28. Гдавныя напряжен1я. 

Въ этой гдав'Ё разсмотрииъ зависимость между напряжен1яии, Д'Ьйствующиии на 
всевозможныя площадки, проведенныя черезъ одну и ту же точку М внутри т'Ьла. 
Въ § 9-мъ ^ыло уже показано, что если будемъ знать величины: 

^х> '^х^ ^х^ ^у ^2/' ^у ^г> ^хч ^2 

для какой либо точки Ж сплошнаго тЬла, то, при помощи формулъ(14:), будемъ им*ть 
возможность опред'Ёлить проэкщи на оси координатъ напряжен1я, дМствующаго въ той 
же точк'Ь (и отнесеннаго къ единице площади) на площадку, нормаль къ которой им1^етъ 
какое угодно направлен1е. 

Въ § же 1 1-мъ было показано, что У^= 2^^, 2^.= Х^, Ху= Уд^. 

Такимъ образомъ мы уже им']^емъ въ формулахъ (1 4) выражен1е той зависимости, 
которую намъ предстоитъ зд'Ьсь разсмотр'Ьть. Введя обозначен1я: 

•2У,= 7^^=Х,, Щ=1^ = У,, Щ=1^^=.2., (117, а) 

Т,= Г^,=2^= У„ Г,= Т,,=Х,=2,, Тз= 1;^= У,= Х^ .(117, Ь) 

\ = С08 (и, X), I». = С08 (П, У), V ^ С08 («, Х)) , 



представинъ эти формулы подъ сл'Ьдующимъ видоиъ: 



^;со8(^;,х) 

< 

2?„со8(2?.,^) 



У„= т;к . 



^„=^2> 



Тг^ 



Тг^ 






(ЦЫ$) 



Прежде всего обратииъ внимаше на возможность найти тав1а положешя пло- 
щадки, при Еоторыхъ напражеше будетъ направлено перпендикулярно къ площадк1^; въ 
саионъ д'Ьл^^, п'редположивъ, что: 



Х= ± \Г, У = ± 1^, 2 = ± V^', 



получинъ изъ уравнен1й (ИШ) равенства: 






(118) 
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изъ которыхъ (и изъ равенства Х^-ь [х'ч- у2= 1) предстоитъ найти такое направле- 
Н1е п, чтобы напряжен1е Р, прилохенное къ площадкЪ перпендиБулярной къ п, было 
направлено вдоль по п (знакъ -ь), или противоположно п (знакъ иинусъ). 

Такъ какъ эти равенства сходны по виду съ равенствами ( 1 00) предыдущей 
главы, то безъ новаго доказательства иожеиъ утвердительно сказать, что наверно су- 
ществуютъ три взаимно перпендикулврныя площадки так1я, на который дШствуютъ 
напряхен1я по нормалямъ или противоположно нормалямъ. Величины напряжен1й, д'Ьй- 
ствующихъ на эти площадки, суть три корня Г^, Гд, Г, уравнешя третьей степени: 



ЛГ,-Г, Тз, Т,, 



Т,, 



N — V Т 



т т 



Д 



3 



= 0, 



а«»)^ 



то есть : 



А— ВТ ■+• СТ»— Г'= О, 



(119, 6»«) 



А = ^\г,^V,^\Гз- N^^,^— N,N,1,^- к,к,тг-*- 2Т,Т,Т„ 

в = ЛГ^8-ь ^зЛ^,-*- 2^,2У,— Т,«- Т/- Тз^ 

ВсЬ три корня этого уравнен1Я Д'Ьйствительны, но они могугь быть какъ поло- 
жительными, такъ и отрицательными; положительный корень выражаеть натяжеше, 
отрицательный — давлен1е на соотв'Ьтственную площадку. 

Эти три напряжешя 1\, Г^, Гз называются главными напряоюенгями еъ раз- 
сматртаемой точкгь тгьла. 

Направлен1я нормалей п^, п^, п^ къ гЬмъ взаимно перпендикулярнымъ площад- 
камъ, на который дМствуютъ главный напряжешя Г^, Г^, Гз, определятся изъ ра- 
венствъ (1 1 8) и изъ равенства Х^-+- [л^н- у^= 1 ; если подставимъ въ равенство (1 1 8) 
корень Г| вместо ± ^Р, то найдемъ Х^ , [Хр у^ — косинусы угловъ, составляемыхъ на- 
правлен1емъ п^ съ осями координатъ; подобнымъ же образомъ, подставивъ Тз и Гз, 
найдемъ Х^, (х^, у^ и Хз, {Хз, Уз, — косинусы угловъ, составляемыхъ направлешями п,, щ. 
Так1я же напряжен1я д'Ьйствуютъ на площадки, нормали которыхъ прямо противопо- 
ложны. 

Если повернуть оси Еоординатъ тавииъ образонъ, чтобы новая ось 2-овъ была 
параллельна нормали п^, новая ось У-овъ — параллельна норнали п^, то вырахешя 
(14 Ыз) получать сл^Ьдуюпцй видъ: 



гд-Ь 



^^„со8(^^'„,x) = x„=г,x 

^'„соз(^;,У)=У„=Гз11|, 



X = СОЗ (П, М1), |Х. = С08 (п, «з), V= соз (п, Ив). 



(120) 
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} 29. Эдлпео1дъ напряжен!!. 

Х^шнвъ равенство (120) отноеительно Х^ )>., у, возвнсивъ полученння внражешя 
этихъ восинусовъ въ квадратъ и сложивъ, получииъ сл^Ьдующее уравнеше: 

Г1» Га» ^" V — ^ V**'' 

Это уравнен1б вырали^еть, что если построинъ эллипсоидъ, центръ Ботораго рас- 
полохимъ въ разсматриваемой точк'Ь М тЪла, главння оси направимъ по норналяжъ 
^19 ^2' ^3 и дадииъ главннмъ полуосяжъ его величины во столько разъ больщ1д еди- 
ницы длины, во СБОЛьво Г^ , Гз , Гз болФе единицы напряжетя, то радхусы векторы та- 
кого эллипсоида будутъ представлять величины и направлепя напряжешй, дМствую- 
щихъ на площадки, проведенныя черезъ эту точку. Каждый радхусъ векторъ этого 
эллипсоида изображаетъ величину и направлен!; напряжен1я, д'Ьйствующаго на единицу 
площади н'Ькоторой площадки, проведенной черезъ центръ М эллипсоида. Этотъ эллип- 
соидъ называется эллгтсоидомъ напряженгй разсиатриваеиой* точки М Т'Ьла. 

Чтобы получить уравнен1е эллипсоида напряженШ при расположеши осей коорди- 
натъ не параллельно направлешяиъ главныхъ напряжен1й, должно решить уравнешя 
(14 Ш) относительно X, (х., V и полученный выражешя подставить въ равенство: 

$ 30. Поверхность наоравден1й. 

Если желаемъ знать, на какую именно пло]^адку дМствуетъ напряжен1е, им'Ью- 
щее величину и направлеше выбраннаго нами рад1уса вектора Р^ эллипсоида напряже- 
Н1Й, то должны будемъ обратиться къ равенствамъ (И&ё^) или же къ равенстваиъ 

(120); изъ пос^^днихъ: 

» 

С08 (П, П^ = |г^, С08 (М, Пд) = р^, С08 (п, Пд) =1^; (120, Ыз) 

помноживъ первое изъ этихъ равенствъ на Х^, второе — на У^, третье — на 2^ и сло- 
живъ, получимъ: 

^;со8(^^'„,п) = ^V^V^^ (Ш) 

Надо зам^Ьтить, что проэкщя напряжешя Р^ на нормаль п къ той площадк*]^, на 
которую оно д'Ьйствуетъ, можетъ быть для одн^хъ площадокъ положительною, а для 
другихъ отрицательною,. т. е. уголъ (Р^^п) можетъ быть острымъ или тупымъ; напри- 
м'Ьръ, если всФ три главный напряжешя Г^ , Г^ , Гз отрицательный, то для всякихъ на- 
правленй Р^ уголъ (2^^, п) будетъ тупымъ, какъ видно изъ формулы (122), если же 
одно изъ главныхъ напряжен1й, напр. Г^ , положительное, а два друг]я отрицательныя, 
то для н^Ькоторыхъ направленШ Р^ соз {Р^ , п) будетъ величина положительная, а для 
прочихъ — отрицательная. 

Для гЬхъ направленШ Р^^ для которыхъ С08(1<'^, п) есть величина положитель- 
ная, назовемъ черезъ х^ у^ г сл:Ьдующ1я отношен1я: 

У!"^ сов {Еп, «)' У^п сов (^'п, п)' У^^п С08 (Гп, «)' " ' ^ ^ 
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это будутъ проэБфи на направлепя п^, п^, Пз длины г, отложенной отъ М по напра- 
влешю Р^ ; концы вс^Ьхъ такихъ длинъ образуютъ собою поверхность втораго порядка, 
выражаемую уравнен1е]1ъ: 

1=П*ЬЙ («") 

По подетановлешЕ въ равенство (121), вк^Ьсто Х„, У„, ^„, ихъ внражешй въ 
X, у, я изъ (123) получинъ: 

К С08 С^"», «) = -^ ^ -^ 

г,« ~*~ тг "*" Г,* 

* 

и по9тому первое изъ равенствъ (1 20, Ыз) можно преобразовать такъ: 






т. е. со8(п, 97^) равенъ косинусу угла, составляенаго съ направлешемъ п^ нормалью къ 
поверхности (124), проведенною изъ точки х^ у, е, т. е. изъ конца г. Подобнымъ же 
о5разомъ окажется, что и со8(п, п^), со8(п, ^з) равны косинусамъ угловъ, составляе- 
^ мыхъ тою же нормалью съ направлен1ями п^, щ. 

Для т-Ьхъ направлвн1й 2^^, для которыхъ со8(^Р^, п) есть величина отрицатель- 
ная, назовемъ черезъ х^ у^ г отношен1я: 

>^— ^„со8(^Рп,л)' ^ 1^— Р„ сов (1^„,п)' У— 2?*^ соз (^^^, п)' ^ ' ' 

который будутъ выражать проэкщи на направлешя п^, я^, щ длины г^; направленной 
по Р^\ концы всЬхъ длинъ г^ образуютъ поверхность втораго порядка, выражаемую 
уравнен1емъ: 

-1=Й-"^-Й («24«И 

По подстановлен1и выражен1й для Х^, У^, ^^ изъ равенствъ (123^2^5) въ ра- 
венства (121) и (1 Ш^Ш) найдемъ опять, что 

С08 (П, П,) = ^ ^, С08 (П, Лз) = ^ 5^, С08 (п, П3) = ^й' 

гд* 

т. е. что направлеше п параллельно нормали, проведенной изъ конца рад]уса вектора 
г^ къ поверхности (1 24, Ы8\ 

Изъ этого видно, что съ помощш поверхности (124) или (124,&г8) могутъ быть 
определены направлен1я нормалей къ тЪмъ площадкамъ, на который д'Ьйствуютъ на- 
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111шкен1я иаобрахаеиыя радиусами векторахи эллиасоида упругости; аовтолу поверхно- 
ств эти называются поверхностями чаправлетй. 

Для ббльшеК определительности разсиотришъ цорознь возиохвыа ввАОИЭиЪоев!^ 
поверхвоетей вапрявлеи1й. 

1) Всё три главпыя напражев1в полохвтельны: 

Г,>Г,>Гя>0. 

Въ этнхъ случадхъ для всЬхъ направлешй уголь (^<'„,п) острый. Поверхность 
ваправлен1й есть эллипсои^^ъ, полуоси котораго про[10рц1овальны корнниъ квадратныгь 
изъ главннхъ напрнжен1й. 

Пусть наружный вллипсоидъ на черт. 16 есть элляпсоидъ упругости, внутреннШ— 
поверхность направлев1й. Чтобы определить, ва какую площадку деВствуетъ напряхби1е 
МР, найдеаъ точку Я'перес'Ьчвн!я рад1уса ЖТ^съ внутренникъ вллипсоидомъ, проведемъ 
БЪ последнеиу въ точкЪ К касательную плоскость » черезъ М ей параллельную пло- 
щадку; возстанови1ъ изъ М нормаль п, составляющую острый уголъ съ ваправдевЕеиЪ 
МР. Площадка, найденная таквмъ образои, будетъ та, на которую будегь действо- 
вать натяженге МГ, составляющее острый уголъ съ нормалью п. 

Обратно, если требуется определить величину и направлев1е напряхен1я, дфй- 
ствующаго на едввицу поверхности дайной площадки, то надо провести касательную 
олоскость къ эллипсоиду иаправлев1Й параллельную площадке и притонъ съ той сто- 
роны, куда направлена нормаль п, затеиъ надо провести рад1усъ векторъ МР эллип- 
соида напряхенШ черезъ точку прякосновев1я К касательной плоскости. Искомое на- 
пряжение будеть Мр. 

2) Когда все три главныя напряжеи1Я отрицательны: 

О > Г1 > Г, > Гз, 

то для всехъ направлешй п уголъ(^^„, п) тупой, такъ что на все площадки действуютъ 
давленгя. Поверхность направлен1й въ атихъ случаяхъ есть эллипсоидъ, выражаемый 
уравнен1емъ: 



-Т;)"*'(-Г^'^(-Г^ 






Построетя — г!Ьже самыя какъ и въ предыдущихъ случаяхъ, но норвалн п со- 
етавляютъ тупые углы съ направлениями Р^. 

3) Одно изъ главныхъ напряхен1й, л именно Гз, отрицательное, два проч1я по- 
дояительныя (Г, > Г^ > 0). 

■" -ужъ случае поверхность (124) есть однополый гиперболоидъ съ действи- 

луосями: УГ,, У1\ и непересекающею полуосью; У—Г^; уравнеше его: 

г;-"г;-А=' <^> 

кность же {1 24 Ыв) есть гяпербодоядъ о двухъ полахъ, ураввен1е котораго: 
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Эти гиперболоиды им'Ьютъ о6щ1й ассимптотичесюй конусъ: 

Чтобы определить площадку, на которую дМствуетъ напряжен1в МР {чщ. 17), 
надо найти точку К пересЬчешя этого рад1уса вектора Ж^Рсъ поверхностью направлешй, 
провести касательную плоскость къ поверхности въ точках и черезъ точку Ж площадку 
параллельную этой плоскости. Если точка К .окажется на однополомъ гиперболоид^^, 
то нормаль п будетъ составлять острый уголъ съ направлен1емъ МР\ если точка К 
окажется на гиперболоид'^ о двухъ полахъ, то нормаль п должна составлять тупой 
уголъ съ направлен]емъ МР. Если же направлен1е МР будетъ лежать въ ассимптоти* 
ческомъ конусЬ, то площадка будетъ совпадать съ касательною плоскостью, проведен- 
ною къ конусу черезъ производящую МР и напряжеп1е, д']^йствующее на такую пло- 
щадку, будетъ тангенщально къ ней и равно МР на единицу площади. По этой при- 
чин'Ь ассимптотическ1Й конусъ называется конусомъ тангеттльныхо напряженгй. 

4) Если два главный напряжен1я отрицательны, а третье положительно: 

г, > о > г, > г„ 

то та часть поверхностп направлев1й, которая опред'Ьляетъ направления вориалей бъ 
илощадвамъ испытывающимъ натяжев1я, есть гиперболоядъ о двухъ полахъ: 

г, (-Г,) (-Гз)— * ^^' 

Та часть поверхности направлен]й, которая опред'Ьляетъ направлешя площадокъ, испы- 
тывающихъ давлешя, есть гиперболоидъ однополый: 



в X 



(-1^) ■ ( 

наконецъ, площадки, испытывающзя только тангенщальныя напряжешя, касательпы къ 
ассииптотическому конусу: 

(-Г,) (-Гз) — г, уЧ 



$ 31. Случаи, въ которыхъ одно или два изъ главныхъ напряжен1й 
равны нулю. 

Въ т-Ьхъ случаяхъ, когда равно нулю одно изъ главныхъ напряжен1й, означимъ 
остальныя два напряжен1я черезъ Г^ и Го и возьмемъ новую ось Х-овъ по направлен1Ю 
перпендикулярному къ площадк* испытывающей напряжен1е Г^ , а новую ось У-овъ по 
направлешю перпендикулярному къ площадк* испытывающей напряжеше Гз- 

Равенства (120) въ такихъ случаяхъ будутъ им^ть такой видъ: 



^'„С08(7?'„,п) = Х, = ГЛ 
^^'„ 003 (?'„,«) = У,. = Г,11, 
^„со8(2^„,п) = 2;. = 0, 



(126) 
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потому что Гз= 0. Сл^^довательно няпряжетя, иепнтнваемня всякиие ш[0Щ1и1;ками, 
направлены въ плоскости ХУ, площадки же, совпадаюлця съ этою плоекостью, не- 
испытываютъ напряжешй вовсе. 

Означииъ черезъ у уголъ, составляемый направлешеиъ нормали п съ осью 
^-овъ, перпендикулярною къ направлен1ямъ главныхъ напряжешй Г^ и Г^. Такъ какъ 
Х^-ь- (л^= 8ш^7, то изъ равенствъ (126) можно получить следующее уравнеше: 

1 



эллипса, рад1усы векторы котораго представляютъ величины и направлешя напряже- 
Н1Й Р^^ испыты:ваемыхъ площадками, нормали которыхъ составляютъ угодъ у съ осью 
^-овъ. Для каждой величины угла у есть свой эллипсъ, полуоси котораго равны 
Г^ 81П 7 и Г^ 81П 7 ; ВС* эллипсы подобны другъ другу и наибольппй, соотв4тствую- 

ГОЩ1Й углу Т = у? выражается уравношемъ 

^-ь-^'=1 .(127,«) 

Каждый такой эллипсъ есть дллипсъ напряжешй. 

Изъ равенствъ (1 26) составимъ выражеше проэкщи напряжен1я Р^ на нормаль п: 

к С08 (К. *^) = т^■*■-тт (128) 

Изъ этого выражешя видно, что, если Г^иГ^ положительны, то всякое напряжен1е 
Р^ составляетъ острый уголъ съ нормалью къ той площадк-Ь, на которую оно дей- 
ству етъ, если же оба они отрицательные, то для всякаго направлешя п уголъ (-Р^, п) — 
тупой; наконецъ, если Г^ и Г^ им'Ьютъ противоположные знаки, то для однихъ напра- 
влен1й п уголъ {Р^ , п) острый, для другихъ — тупой. 

Величины: 

д;-- -^ у-^ ^П Н29) 

У=ь1Г^ сов (Гп,п)' ^ У±Т^ соз {1^^,п)' ^ ^ 

(гд^Ь знакъ плюсъ долженъ быть взятъ для направлен1й п, при которыхъ соз {Р^ , п) - 
положительный), суть координаты концовъ рад1усовъ векторовъ, направленныхъ вдоль 
по МР^\ концы этихъ рад1усовъ векторовъ обраяуютъ собою кривую втораго порядка, 
которая есть эллипсъ: 

г,"*-г,— ^ ^^ (-го"*"(-г^— ^> 

если главный напряжен1я им'Ьютъ одинаковые знаки; если же знаки ихъ противопо- 
ложны, то кривая состоитъ изъ двухъ гиперболъ : 



8В 



В1|11ющихъ обпця аесинптотн: 



= ±У>/-Й ' (^ 



X 

■ 2 



Эти кривыя ви'ЬстЬ съ эллипсами напрягенШ иогутъ служить для опред'Ьлетя 
положенШ площадоБЪу испытывающихъ данння напряжбН1я и для опред'Ьлен1я напря- 
Ж6Н1Й, испнтнваеинхъ данными площадками; поэтому вривыя эти могутъ быть названы 
правыми направленгй. 

Исключивъ изъ формулъ (126), (127) и (129) величины Х^ и У^, получимъ: 



=ь^;со8(^;,п)=^,-(^,^^,), 



Х=со8 (п, Х)= ^ У± Р^ со8 (Р^у п) = 8т у со8 (31, Х)у 1 

' ...(130) 

(1.=со8 (м, У)= ^ У± Рп соз (^Р^, п) = 8т 7 со8 (5К, У), I 

гд'Ь 31 есть направлен1е нормали, возстановленной бъ кривой направлешй изъ той точки 
К ея, въ которой она пересекается радзусомъ векторомъ МР^ эллипса напряжен1й. 

Изъ равенствъ (130) а^Ьдуетъ, что направлеше 31 параллельно той лиши, по 
которой плоскость X У (главныхъ напряжен1й Г^ , Га) пересЬкается плоскостью, про- 
веденною черезъ нормаль п и черезъ ось ^-овъ. Стало быть сл'Ьдъ площадки на пло- 
скости ХУ долженъ совпадать съ дгаметромъ кривой положен1й, сопряженнымъ сът'Ьиъ 
д1аметромъ, по которому направлено напряжен]е МР^, испытываемое площадкою. 

Пусть плоскость бумаги на чертеж'Ё 1 8-мъ будетъ плоскостью главныхъ напря- 
жен1й Г, , Г^ въ точк'Ь М. Наружный эллипсъ пусть представляетъ эллипсъ напряже- 
н1й (127, а); внутреншй эллипсъ пусть будетъ кривою направлешй (предполагая знаки 
напряжешй Г^, Г^ одинаковыми). Чтобы опред'Ьлить положен1е площадки, испытываю- 
щей напряжен1е МР^, найдемъ точку К перес^чен1я этого направлен1я съ эллипсомъ 
направлешй, проведемъ въ этой точк'Ь касательную къ нему и черезъ М прямую 6^5 
ей параллельную; эта прямая и будетъ сл'Ьдомъ искомой площадки на плоскости ХУ. 

Нормаль къ площадк'Ь будетъ конечно заключаться въ плоскости, проходящей 
черезъ ось >?-овъ и прямую 91, она будетъ составлять съ 91 уголъ острый, еслиГ^иГ^ 
положительный, въ протйвномъ же случа'Ь — тупой; уголъ, составляемый нормалью съ 
осью ^?-овъ опред'Ьлится т'Ьмъ, что синусъ его будетъ равенъ отношен1Ю МР^ къ 
БЪ МР^\ Конечно, найдутся двЪ ташя площадки, одинаково наклоненный бъ прямой 
31 и составляющ1я взаимно дополнительные до тс углы съ пололштельною осью ^-овъ, 
Боторыя испытываютъ одно и то же напряжен1е МР^^ 

Пусть изображенный на чертеж^^ 1 9-мъ гиперболы суть Бривыя направлен1й при 
н'ЬБОТоромъ положительномъ Г^ и отрицательномъ Г^, а изображенный зд'Ьсь эллипсъ 
есть эллипсъ напряжен1й (127, а). 

Въ этомъ случа'Ь нормаль п будетъ составлять острый уголъ съ направлешемъ 31 
для т^^хъ направлешй Р^, БОТорыя пересЬБаютъ гиперболу (Л)^ перес1^Бающую ось 
2-овъ; если же направлен1е Р^ пересЬкаетъ гиперболу (В), какъ представлено на чер- 
теж'Ь 20-мъ, то нормаль п будетъ составлять тупой уголъ съ направлен1емъ 92, такъ 
Бакъ она должна тогда составлять тупой уголъ съ направлен1емъ напряжен1я МР^, 
Боторое испытываетъ площадка. 
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На чертех'Ь 21-м'В представленъ одинъ изъ т'Ьхъ случаевъ, въ которыхъ наоря- 
жбн1е МР находится на ассимптот'Ь, тогда точка К находится на безконечности по 
направлетю означенному оперенною стр'Ьлкою и сама аесииптота служить сл^Ьдомъ пло- 
щадки. Въ этоиъ случа*]^ нормаль п составляетъ съ направлен1емъ 91, изображеннниъ 
на чертеж*]^, острый уголь; это видно изь сл^Ьдующаго соображешя: пока точка К на- 
ходится на гипербол'Ь А, нормаль п составляеть острый уголь сь направлен1емь ЖЯ, 
а следовательно и сь направлен1бмь % поэтому п должна будеть составлять острый 
уголь съ 92 и тогда, когда точка К удалится по правой В']^тви гиперболы А въ безко- 
нечность по направлен1ю неоперенной стр'Ьлки. 

Если два главный напряжешя равны нулю и мы направимь ось Х-овь по напра- 
влен1ю Г^, неравному нулю, то формулы (120) дадуть следующее; 

Р^ С08 {Р^, X) = Х^= 1\ ш (п, X), Р^ С08 {Р^, У) = О, Р^ С08 {Р^, г) = 0; 

это значить, что тогда на каждую площадку дМствуеть напряженхе параллельно оси 
Х-овь равное проэкщи Г^ на нормаль; притомь можно еще заметить, что 

К с^^ (^п»^)=Г1 соз^ (л, X). 



71. 

Зависимость между напряжен1ями и деформац1ями. 

§ 32. Выражен1я проэкцШ напряженШ въ В11д1^ суинъ, распростра- 
ненныхъ на вс% частицы, окружаю1ц1я ту точку т%ла, черезъ которую 
проведена площадка. 

Въ §§ 4:-мъ, 5-мь и 6-мъ было уже объяснено, что понимаютъ подь ииенемъ 
проэкщй Х^у У^, 2^ на оси координать напряжешя Р^, дМствующаго въ точк* М 
на единицу поверхности площадки Л5, проведенной черезъ эту точку и им'Ьющей нор- 
малью направлен1е п. 

Будемь теперь составлять внражен1е для Х^. 

Возьмемь дв'Ь частицы вблизи площадки А5, одну [х со стороны положительной 
нормали п, другую т — со стороны противоположной; эти частицы должны быть изь 
числа т'Ьхъ, который расположены относительно одна другой въ разстояши не боль- 
шемъ 9 рад1уса сферы д^Ьйств1я частичныхъ силь, а относительно площадки он'Ь должны 
быть расположены такъ, чтобы кратчайшее разстояше между ними пересЬкало площадь 
или контурь площадки. 

Означимь черезъ г величину разстоян1я между т и {л и вм'Ьст'Ь съ тЫъ напра- 
влен1е отъ т къ ^х.; такъ какъ частичная сила д'Ьйств1я [1 на ш предполагается рав- 
ною т 11 ф (г), гд'Ь 9 (г) есть полооюишельпая величина въ томъ случать^ когда 
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езагшнодийстеге между [л и т есть отталкиванк, то проэкщя на ось Х-овъ ча- 
стичнаго дМств1я частицы (л на частицу т выразится величиною: 

[— т1«.ср(г) С08 (г,Х)]. 

Соберемъ теперь сумму проэкщй на ось Х-овъ всЬхъ силъ, дМствующихъ сквозь 
площадку Д5 со стороны вс*хъ такихъ частицъ [х, на таия частицы па, разстоян1я 

т у. между которыми им4ютъ одну и ту же величину г и параллельны между собою. 

На чертежЪ 21-мъ представлено н'Ьсколько паръ такихъ частицъ, а именно: 
Щ И-! ? Щ^-оу ?^з (^-з И наконецъ т^ [х^ , изъ этихъ частицъ одна : т^ находится въ 
точк* М. 

ВсЬ так1я частицы т, какъ т^, т^^ т^,. . . .и прочтя, заполняютъ собою изо- 
браженный на чертеж'Ь цилиндръ, основан1е котораго есть площадка А5 и боковая по- 
верхность образуется длинами равными и параллельными длин'Ь М^^^ т. е. г. 

Сумма проэкщй на ось .Х-овъ частичныхъ д*йств1й со стороны всЬхъ частицъ 
И-о? И-п Р^з»' • • • на всЬ частицы т^, ш^, т^,. . • . будетъ равна: 

— (2т1х)(р(г)со8(г,Х), 

гдЬ знакъ суммы относит<!я кх) всЁмъ частицамъ т, заполняющимъ вышесказанный 
цилиндръ , и къ соотв-Ьтствующимъ имъ частицамъ [х. 

Если бы массы всЬхъ частицъ (х были одинаковы, то (х можно было бы взять за 
знакъ суммы; но даже если массы |х, равно какъ и массы т, неодинаковы между собою, 
то ?се-таки можно въ вышеприведенной сумн1Ь произведен1й т[х вынести за знакъ 
суммы н'Ькоторое среднее значен1е изъ массъ всЬхъ частицъ, окружающихъ точку М; 
назовемъ эту среднюю величину массы частицы буквою ш; тогда: 

2,П1^ = т2т , 

гд'Ь 2т выражаетъ массу вещества, заключающагося въ вышесказанномъ цилиндр^^. 

Означимъ черезъ а среднюю плотность цилиндра, за которую примемъ плотность 
вещества въ точк'Ь М; масса цилиндра равна а помноженной наобъемъцилиндра,т.е. 

на А8.Г С08 (г,п), такъ какъ величина высоты цилиндра равна проэкщй длины М^^ 
на направлеше п. 

И такъ, составленная теперь сумма выразится сл']^дующимъ образомъ: 

— та Д5 9(г) г С08 (г, л) сов (г, X) (131) 

Дал'Ье, предполагая, что точка М находится на разстоян1и не меньшемъ р отъ 
поверхности т'Ьла, должно суммировать выражеше (131) по всякимъ величинаиъ г, 
отъ г=0 до г=р, и по всякимъ направлешямъ г, составляющимъ съ п углы неболь- 
шхе прямаго. 

Означимъ черезъ в уголъ, составляемый направлешемъ г съ направлен1еиъ п и 
черезъ ф уголъ, составляемый плоскостью, проведенною черезъ г и п, съ н'Ькоторою 
основною плоскостью, тоже проведенною черезъ п. 
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При суимироиан1и по всЬмъ направлешямъ г^ составляющимъ съп углы не боль- 
Ш16 прямаго, надо будетъ суммировать по всЬмъ ^, заключающимся въ пред^Ьлахъ отъ 

^ = О до ^ =. у, и по всЬмъ ф, отъ ф = О до ф = 2тс. 

Зам-Ьтивь же, что въ выражеши (131) произведете сое (г,п) сов (г,Х) не из- 
м^няетъ своей величины при перем'Ьн'Ь направлешя г въ направлеше противополож- 
ное, можемъ вм'Ьсто этого просуммировать по всЬмъ возиожнымъ направлешямъ г (т. е. 
по й^ отъ ^ = О до б? = тс и по ф отъ ф = О до ф = 2л:) и взять половину полу- 
ченной суммы. 

Такимъ образомъ получится сл-Ьдующее выраженхе для числителя перваго изъ 
отношенШ (2) § 4 -го: 

. 2Х = — Д^-^-Ч Щ И ^ С08 (г, П) С08 (г, X), 

тд* ^ означаетъ суммироваше по всЬмъ г отъ О до р, по всЬмъ й^ отъ О до тс и по 

ъсЬжъ ф отъ О до 2тс; средняя масса ш оставлена подъ знаномъ суммы, такъ наю» 
величина ея можетъ быть различна по различнымъ направлен1ямъ и въ различныхъ 
разстоян1Яхъ отъ площадки. 

РаздФливъ полученное выражен1е 2Х на Л^, получимъ сл']Ьдующее выражен1е 
для Х^: 

^„= — |8ш?(г) г С08 {г,п) соз (г, X) (132, а) 

и подобнымъ же образомъ составимъ выражеи1я для У^я 2^: 

У^ = _|§т(р(г) г С08 (г,п) С08 (г, У) (132,6) 

^п = — ^^т(^) ^ С08 {г,п) С08 {г,2) ...(432, С) 

Если дать п направлен1е положительной оси Х-овъ, положительной оси У-овъ 
или положительной оси Л-овъ, то получимъ изъ этихъ формулъ сл^дующ1я выражешя 
для проэкщй напряженШ, д'Ьйствующихъ въ точк'Ь М на площадки, перпендикуляр- 
ный къ направлен1ямъ положительныхъ осей координатъ: 

-г^1=-|§т(р(г) г т' (г,Х), (133, а) 

и подобный же выражешя для N^Е К^^ отличающтяся отъ (18 3, а) только т'Ьмъ, что 
въ нихъ входлтъ квадраты косину совъ угловъ, составляемыхъ направлен1ями г съ 
осями У-овъ и 2'-овъ, вм-Ьсто соз^ (гХ). 
Дал4е : 

Ту,= ?;= - |-§т9(г) г соз (г, У) соз (г,^ (134, а) 

и подобный же выражешя для Т^^=Тд, ^^= ^8> отличающ1яся отъ (134, а) соот- 
в-Ьтственною перестановкою буквъ: Х^ У, 2\ 
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Считаенъ необходииыиъ обратить зд'Ьсь внимаше на сл'Ьдующеб обстоятельство: 

При составлеши выражетй (133), (134) предполагалось, что 
всЬ точки площадки отстоять отъ поверхности т'Ьла на разстоянхи 
ве меньшемъ рад1уса р сферы д'Ьйствхя частичныхъ силъ, а потому 
составленныя формулы вырахаютъ проэкщи напряжешй только въ 
такихъ точкахъ внутри гЬла, которыя отстоятъ отъ поверхности на 
разстояши не меньшемъ величины р. 

$ 33. Состоян1е упругаго т^^ла до деФориврован1я. Предварительный 
наиряжен1я. 

Мы будемъ предаолагать, что физически-твердое т-Ьдо до наступлен1я деформац1й 
не было подвержено никакииъ вн'Ьшнимъ силаиъ и напряжен1ямъ и находилось, либо 
въ поко'Ь, либо въ поступательномъ движеши по инерщи; такое состоян1е физически- 
твердаго т4ла я буду называть предварительнымъ состоянгемъ. 

Отнесемъ т'Ьло къ осямъ координатъ X, У, 2Г,— неподвижнымъ, если предвари- 
тельное состоян1е гЬла есть состоян1в покоя, и поступательно-движущимся вм'Ьст* съ 
центромъ тяжести т^ла, если предварительное ^остояше его есть поступательное дви- 
жете по инерщи. Пусть х, «/, г суть координаты предварительныхъ положен1й точекъ 
Т'Ьла относительно этихъ осей. 

Пока Т'Ьло находится въ предварительномъ состоян1И и ни температура, ни строе- 
н1е его неизм'Ьняются, величины напряжее1й ^У^, ^V2, N^у Т^, Т^^ Тд остаются неиз- 
м'Ьнными въ каждой точк'Ь т'Ьла; для отлич1я атихъ напряжений отъ т'Ьхъ, которыя 
являются при деформированномъ состоянш т'Ьла, я буду ихъ называть предваритель- 
ными напряжетями и буду обозначать такъ: N^^, -^о^, ^д®, 2\^^ Т^у Т^. 

Величины предварительныхъ напряжешй въ точкахъ твердаго т'Ьла, не находя- 
щихся въ поверхностномъ сло'Ь, могутъ быть выражены формулами (133) и (134); 
однако, пока мы не знаемъ вида функщи ф (г) и не составили себ'Ь никакого предста- 
влешя о распред'Ьленш частицъ т'Ьла, эти формулы не могутъ служить для вычислен! я 
величинъ предварительныхъ напряжешй въ различныхъ точкахъ гЬла. Эти формулы 
(138) и (134) составлены и приведены зд-Ьсь для другой ц4ли, какъ будетъ видно въ 
сл'Ьдующемъ параграф'Ь. 

Для величинъ предварительныхъ напряжен1й въ точкахъ поверхностнаго слоя, 
т. е. въ такихъ, которыя отстоятъ отъ поверхности тЬла мен'Ье ч'Ьмъ на р (величину 
рад1уса сферы д^йств1я частичныхъ силъ), мы не им'Ьеиъ даже и такихъ выражен1Й, 
какъ (133) и (134). 

Во всякомъ случа'Ь изъ уравнен1й (17) § 1 1-го сл'Ьдуетъ, -что предварительный 
напряжешя должны быть такими функц1ями отъ х^ у^ г, которыя удовлетворяли бы 
дифференщальнымъ уравнен1ямъ: 
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величины же проа&щй предварительннхъ напряжешй Х^^, У^^, ^^^ на какую либо 
площадку, проведенную черезъ одну изъ такихъ точекъ т'Ьла, выражаются по форму- 
ланъ (14 Ыз) § 28-го въ величинахъ предварительныхъ напряжешй ^^^^ ^з^ -^^^ 
Т^^, 2*2^, Тз^ для той же точки, такъ что : 

Х„«= N,'^ С08 (п, X) -♦- Тз' С08 (п, У) -н Г,' С08 (п, 2) 

У^о= Тз' С08 (п, X) н- ^V2« С08 (п, У) -+. Т,« соз (п, 2)] (1 36) 

^^0 = Т/ соз (п, X) -+- Т,' соз (п, У) -н 2Уз^ соз (п, ^) 

§ 34. Выражен1я напряжен1й въ деФорпрованнонъ состоян1в твер- 
даго 1^ла прв предиоложев1в, что отвосвтедьныя переи1Бщев1я^ еос^дввхъ 
точекъ тЬлв. пвчтожво-малы сравнвтельво съ яхъ предварвтельнынв 
взавнвыип разстояв1яив. 

Твердое т-Ьло, находившееся въ предварительномъ состоянги, при дМстиш 
вн'Ьшнихъ напряжешй или вн']Ьшнихъ объеиныхъ силъ деформируется, такъ что перво- 
начальныя координаты гг, у, г точекъ его получаютъ приращешя м, V, го^ который 
суть некоторый функц1И первоначальныхъ координатъ ж, у, г. 

Пока т-Ьло деформируется, приращен1я координатъ щ V, го суть не только функ- 
Ц1И первоначальныхъ координатъ, но и еще лвныя функщи времени I. 

Относительно величинъ и, V, го мы можемъ предположить, что это суть сплоги- 
ныя функцги координатъ гг, «/, г для одного и тою же тгьла, потому что если «, 
V, го претерп']^ваютъ разрывъ сплошности на какой либо поверхности, проведенной 
внутри тФла и разд'Ьляющей его на двЬ части, то мы вправ'Ь разсматривать эти дв'Ь 
части, какъ два разный т'Ёла. 

Пусть М и М^ суть дв-Ь весьма близк1я одна къ другой точки тЬла; предвари- 
тельныя координаты первой: х, у, ^, второй: х -н Да;, у -4- Ду, ^ -«- Д^. Въ деформи- 
рованномъ С0СТ0ЯН1И координаты положеа1я М\ занимаемаго первою точкою^ будутъ: 
о; -#- «, у-^у^ г-^ го, координаты же положен1я Ж"/, занимаемаго въ тотъ же мо- 
ментъ второю точкою, будутъ: жч-Джн-м-нДм, у-1-Ду-н!;-#-Дг;, г-^^г-^го-^^гс. 

Такъ какъ и, ^, го суть сплошныя функщи координатъ х, у, г, то Ди, Дг;, Дг/; 
могутъ быть выражены въ вид1> рядовъ, расположенныхъ по возрастающииъ степенямъ 
величинъ Да;, Д^, Дг: 
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(137) 



зд'Ьсь и въ дальи^йшихъ формулахъ величины Дя;, Д^^, Д2^ обозначены буквами х,\}, ^. 
Всл'Ьдств1е деформащи взаимное расположен! е точекъ т'Ьла изм'Ьняется, а по- 
тому изм'Ьняются и всЬ величины, входящ1я въ составъ выражений (133) и (134), а 
именно: 
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Въ предваритедьномъ Въ деФормированномъ 

С0СТ0ЯН1И были: состояши будутъ: 

Разстояше точки Мотъ 

которой либо ИЗЪ СО' 

сЬднихъ точекъ М^. г^= ММ^ г = М'М^ 

(>=гЗн-92-1-$з) . . . .(гЗ=(г-ьДм)2^(9ч-Дг;)»-ь($ 

Косинусы угловъ съ ося- 

ми координатъ .... соз (г, X) = -^ соз (г, X) == ^— р- 
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С08(Г, У) = ^. соз (г, У) = ^ 
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Плотность вещества въ 
блигайшенъ. сосЬд- 

ств^Ь съ точкою М . 



соз (г, 2) = -^ 



соз (г, 2^) = 



УЛ — Ь-^1^ 
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Зд'Ьсь в означаетъ кубическое расш1|рен1е въ точк'Ь М^ разсчитанное на единицу 
объема. Что плотность уменьшается въ отношеши единицы къ (1н~б^) видно изъ сл'Ь- 
дующаго. Пусть Г и 7\ суть объемы одного и того же элемента т'Ьла въ предвари- 
тельномъ и деформированномъ состоян1и, а а и а^— плотности вещества элемента въ 
этихъ состо|[тяхъ; такъ какъ Га = 7^<^, и К1= У{\ -н в)у то а = а^ (1 -н О). 

Составленныя по формулаиъ (133) и (134) величины предварительныхъ напря- 
жешй въ точк^^ М {х, у^ г) выразятся теперь такъ: 
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Величины же напряжен1Й въ точк'Ь М! (х-^и^у-^у^ г-^го) въ деформиро- 
ванномъ состояши т^ла выразятся такъ: 



д 



л; 



= 2-(тЪ)8»п^г(9-*-^)' (139, Ь) 

=2(тЬ)8'"^(^-*-^"')' - <*3»'^) 

^=. = 2(1Ь,8'"^Г(«-*" Д"') ('^-^ Д») («39, е) 

^8 = 2(ГГв)8'"^'('^-*-^^) (9-ьДг;) (139, О 

7 
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Бъ дальн^йшихъ разсуждешяхъ иы ограничимся разсиотр'Ьв1емъ только тавихъ 
деформац1й тверднхъ т'Ьлъ, при которыхъ относительныя переи'Ьщешя каждыхъ двухъ 
сосЬднихъ между собою точекъ т'Ьла настолько ничтожно-малы сравнительно съ ихъ 
предварительнымъ разстоян1емЪу что возможно, при составленш внражешйдля N^^ 
2^39 -^89 ^19 ^2 у ^89 пренебречь квадратами отношешй сказанннхъ перем^щен1й къ 
предварительннмъ разстояшямъ. 

Подъ соседними между собою точками тЪла мы зд'Ьсь подразум'Ьваемъ так1Я, 
сферы взаимнод'Ьйств1я которыхъ пересЬкаются. 

Подъ относительнымъ перем'Ьщешемъ точки Ж| относительно точки М мы зд'Ьсь 
подразум'Ьваемъ геометрическую разность между разстояшемъ Ж'Л// въ деформирован- 
номъ С0СТ0ЯН1И и между ихъ предварительнымъ разстояшемъ ММ^] следовательно 
проакщя на ось Х-овъ относительнаго перем'Ьщен1я точки М^ относительно точки М 
равна: 

X сов (г,Х) — г С08 (г, X) == г -ь' Ди — г = Ди 

и проэкщи этого перем'Ьщен1я на оси У-овъ и 2-овъ равны Де;, ^ю. 
Изъ равенства: 

Ли дих ди И) ^«* X ^ ^'** г ^ • 

г дх г ду г де г 2 дх^ г 



« • • • 



ВИДНО, что для того, чтобы отношен1е (Ди : г) было ничтожно-малою величиною при 
всякихъ направлешяхъ г, необходимо, чтобы были ничтожно-малы производный ^у ^7 -^ 

и произведешя г ^^, ^д^9 » * Д^* ""^^^^^ чтобы отношен1е это было нич- 
тожно-мало для всякихъ г, необходимо, что.бы всЬ производный были ничтожно-малы. 

Для того, чтобы можно было пренебрегать квадратами и высшими степенями 
отношен1Й (Ди : г), (Де^ : г), (Ди^ : г) сравнительно съ ихъ первыми степенями, необхо- 
димо, чтобы всЬ частный производный отъ и, г;, го по х, у^ г были настолько малы, 
чтобы можно было пренебрегать ихъ квадратами и произведен1ями сравнительно съ ихъ 
первыми степенями. 

Поэтому, сд'Ьланное нами ограничен1е относительно деформащй можно выразить 
такъ: 

Мы будет рассматривать только такгя деформащй твердыхъ тгмъ^ при 
которыхъ производныя 

ди дV ди) ди до ди? ди да дго 
дх^ дх^ дх^ ду' ду^ ду ' дя» дж' 1$ 

и прочгя прошводныя высшихъ порядкоеъ настолько малы, что при составленш 
выраженгй для напряоюенШ можно пренебречь вторыми и высшими степенями 
этглосъ производныхъ. 

Если разсматривать относительныя деформац1и, происходящ1я въ ближайшемъ 
сос'Ьдств'Ь съ какою либо точкою М т'Ьла, а именно внутри сферы д^ЬИств^я частич- 
ныхъ силъ, описанной вокругъ центра М^ то, по малости величинъ г, р, }, можно въ 
выражешяхъ (137) отбросить всЬ члены, заключающ1е квадраты и высш1я степени 
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« 

этихъ велнчинъ; тогда относительная дефориацтя внутри сказанной сферы выразится 
тавъ: 



•,н-4«=2х-.(1нк^),-н*, 



<110) 



При той степени иалрсти производныхъ, при которой можно пренебрегать ихъ 
квадратами сравнительно съ первыми степенями, эти равенства (1 40) вырахаютъ одно- 
родную ничтожно-малую деформащю (§ 27); поэтому сделанное нами ограничеше 
можно формулировать еще сл'Ьдующимъ образомъ: 

Мы будень разсматривать только такЫ деформацги фьттески-твердихб 
гмьм^ при которых^ еокругг каждой точки ттьла^ вг сфврп^ дгьйствгя частич- 
яыхъ силъ исходящим изъ нея, совершаются относительныя деформацш одно- 
родныя и ничтожнО'Малыя. 

Принимая во внимайте сказанное въ § 27-мъ относительно значентя коэфищен- 
товъ ничтожно-малыхъ однородныхъ деформащй, мы заключимъ, что частный произ* 
водный отъ и по х^ отъ V по у, отъи? по ^в им'Ьютъ значешя линейныхъ растяжен1й 
длинъ, проведенныхъ черезъ точку М (о;, у^ е) параллельно осямъ координатъ, т. е.: 

% ди дV ди> /I >|| \ 

дх — ^1' ду — ^а> дм — ^8» 11^1; 

что кубическое расширенте (на единицу объема) въ точк'Ь М выражается суммою: 

«=Ё-|-^ (Ш) 

ЧТО величины двойныхъ сдвиговъ въ плоскостяхъ, проведенныхъ черезъ точку М па- 
раллельно плоскостямъ координатъ выражаются суммами: 

о дю дь г^ ди дго с%^ ^ ^ /1 ло\ 

2л=^.*-5^, 25^,= ^-ч-^-, 2^з=а^-^^-; О^З) 

и что проэкцш на оси координатъ угловаго перем'Ьщешя вещества, окружающаго 
точку М, выражаются сл'бдующими полуразностями: 

1 (дго д«\ 1 (ди ди)\ 1 (дч) ди\ /ллм\ 

^^=^'2\д^ — д^р ^^=-2\д^—'д^р ^а=-2^й"^^; (***) 

Обращаясь теперь къ преобразовашю вторыхъ частей выраженШ (139), причемъ 
мы будеиъ пренебрегать вторыми и высшими степенями первыхъ частныхъ производ- 
ныхъ и всякими степенями частныхъ производныхъ втораго и высшихъ порядковъ отъ 
и, <^, и? по х^ у^ 2г, сд'Ьлаемъ сл'Ьдующтя подготовительный зам'Ьчантя. 

7* 
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1) При еказанноиъ приближены можно зам'Ьнить отношеше 1:(1н-д) раз- 
ностью (1 — 0)у т. е.: 

.(145) 



.1 ди дV дю 

дх ду де ' 



а въ ^хъ членахъ, въ Боторыхъ это отношеше будетъ помножено на одну изъ част- 
ныхъ производныхъ отъ и, V, го по х, у^ г^ оно можетъ быть зам'Ьнено единицею. 
2) Нижесл'Ьдующ1е Бвадратн могутъ быть зам']^нены сл'Ьдующими суммами: 



(х-^ Ди)^=г*^1 -н 2 




2^9^-2х*Й 



ду 



дм 



(9-*-Л.)»=29г^-ь9'(1нн2|)-«-2^4Й 



Де.)^=28гЙ-^2з9^-н8^(1н-2,^), 



(146) 



а въ т^кхъ членахъ, гдЪ эти квадраты окажутся помноженными на одну изъ производ- 
ныхъ отъ и, V^ го по х, у^ л, можно заменить ихъ квадратами : х^^ р^, }^. 

3) Нижесл'Ьдующ1я произведена могутъ быть зам'Ьнены сл']^дующими суммами : 



(9-нДе;)(}-1-Д«.) = 9»^ 



5 д* 



Щ 






^ Й- -(147, в) 



(г-нДи)(9-^Д.)=х^|-*-9«§-н 9аЙ-ь8г|Н_нг9(1 -нЙ-ь^).. .(Ш, с) 

а въ тЪхъ членахъ, гд'Ь произведен1я эти окажутся помноженными на частный произ- 
водныя, можно ихъ зам'Ьнить произведешями: щ, ^г, г^. 
4) Такъ вакъ: 

г = Уг^~^ 2 (гД« -н рД» -н 8Дм;) и- (Дм)* -*- (Д 1?)" -»- (Ди^)", 

то, развертывая по восходящимъ степенаиъ отношешй: (Ди : г), (Дг; : г), (Дм^ : г), и пре- 
небрегая третьими и высшими степенями этихъ отношешй, найдемъ следующее прибдв- 
женное вырахеше для разности (г — г): 



гд4: 



^ ^ г 2\г г»У' 



..(148) 



х« = (Дм)« н- (Дг;)» -+- (Ди>) 



г 



(149) 



а — x^и-^- ^Д» -ь ^^и; = 61!^-+- е^^*-*- е,}2-н 2^1 9} -*- 2д^^-ь- 2д,ц . (156) 

5) Частное (ф((): г) можно разложить въ рядъ по восходящимъ стеденямъ разно- 
сти (г — г); пренебрегая вторыми и высшими степенями ея, будемъ им^ть : 






— 93 — 



Ф(г) Ф(г) 



г 

фМ _ фИ 






ф(г)а; 



(151) 



гд-Ь ф (г) есть сокращенное обозвачеше следующей функщя отъ г: 



ф(г) 






(152) 



б) Такъ ваБЪ а есть линейное внражен1е относительно частннхъ производннхъ 
отъ Ну. V, го (си. 1 50)^ то въ т'Ьхъ членахъ, которые будутъ заключать ф (г), иохно 
заменить (1 -*- 6?) — единицею, а ви4сто (г ч- Ди), (9 -ь Аг?), ($ -ь Ам?) подставить 

просто г, 9, 8- . 

Посл'Ь всЬхъ этихъ приготовлешй нетрудно будетъ уб'Ьдиться, что внраген1я 
(139) при еказанномъ приблихеши получатъ сл^Ьдуюпцй видъ: 



ди 



ди 



д1Г 



2^,= ЛГ,М ^е,-в,-д ^ гТ.о^ -н 2Т,«^н. ^. . . .(153,а) 



х\„= 2Т, 



а 



8 дх 



«1— Ч) 



2^1'й-*-'-^----(*53,Ь) 



N,= 2Т, 



0^ 



дТР 



-1, -'▼5 



0^ 
8 ду 









-^^1 дх 
дго^ 



^'.-ё 



ди 



Г,»5н-ТД1-д-ьТ,<'^ 



^з"^-*-^1"й-^^з"^-^ЗД-е,)-ь ^,.(153,0 



гдФ ж означаетъ следующую однородную фунЕЦ1Ю второй степени отъ е,, с^» &„ 
2 РГ = А,я,'-^ 2В, (е,в,-ь ^р,^) -н 2 (2 1 1 ) (2()г, е, -н 4</^^ н- 






2В,(е,е,-1-29,») н- 2(121)(2(72б,-н4«7,^0 
25з(е1бз-*-2<?,^) -ь 2 (И 2) (2^3684-4^1 «/а) 



4(301)6,5,-*- 4(130)бз!/з-^4(013)езйг, 



4(310)б,«7,-ь4(031)б^,-|-4(103)ез<7, 



2 



..(154) 



Коэфищентн въ этоиъ нногочлен'Ь IV могутъ быть выражены сушнаии вида : 



о 
"2 






(155) 
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а ииенно: если зд'Ьсь сд-блать а = 4, Ь = Оу с = О, то эта сумма выразить Еоэфи- 
щентъ А^^ если же сд^клать а== О, &= 2, с= 2, т6 получится выражеше воэфи- 
ц1бнта Б^, и т. д., каБЪ видно изъ следующей таблицы: 

КоэФищенты. 

А 

Л 



а 


ь 


с 


4 ... 


... ... 


... 


... 


.. 4 ... 


... 


... 


... ... 


... 4 


... 


... 2 ... 


...2 


2 .. 


. . . . . 


... 2 


2 .. 


... 2 .. 


... 


2 ... 


... 1 .. 


... 1 


1 .. 


... 2 .. 


... 1 


1 ... 


... 1 .. 


... 2 


3 ... 


... .. 


. .. 1 


3 ... 


... 1 .. 


... 


1 .. 


... 3 .. 


... 


... 


... 3 ... 


... 1 


.. 


... 1 .. 


... 3 


1 ... 


. ... . . . 


... 3 



В, 

в г 

(211) 

(121) • 

(112) 

(301) 

(310) 

(130) 

(031) 

(013) 

(103) 

} 35. Начало д'Адаибера въ прим1Ьнен1н въ сплошному деФоршруе- 
ноиу тЬлу. Другой пр1енъ вывода выраженШ (153). 

Для вывода вырахен1й (153) можно* еще воспользоваться другимъ пр1емомЪ; 
основаннымъ на прим'1нен1и начала д'Аламбера къ сплошному деформируемому т1^у. 

Прим^княя начало д'Аламбера къ систем^Ь матерьяльныхъ точекъ, мы вы^ажаеиъ 
его елЪдующимъ равенствомъ : 

2[Х,-т,ОЧ-^ (5^.— ^*2^/')Ч-*- (^,-^,040 = 0,. .(156) 

въ которомъ суммировапе распространено по вс^кмъ точЕамъ системы. 

Прим'Ьняя теперь начало д'Аламбера еъ деформируемому т'Ьлу и, им'Ья въ виду 
вывести изъ него дифференщальныя уравнешя (17) и выражешя напряхешй (158), 
мы должны будемъ надлежащимъ образомъ преобразовать равенство (1 56), применен- 
ное къ сплошному т'Ьлу, и ввести, вместо силъ, приложенныхъ къ матерьяльнымъ точ- 
камъ, — объемный силы и напряжен1Я, а вм'Ъсто суммировашя, — интегрировашя по 
объему и по поверхностяиъ. 

Подразум'Ьвая^ какъ въ предыдущихъ параграфахъ, подъ х^ у, ^! координаты 
точекъ т^ла въ его предварительномъ состоянш и подъ хч~и, у-*-«;, ^-^го коор- 
динаты тЪхъ же точекъ въ деформированномъ состояши, должны будемъ подставить: 

сРц й^ сРго 

вместо проэкцШ ускорешй точекъ гЬла и ,^щ 8г?, Ьго — вм4сто варьяцШ координатъ 
точекъ. 
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Предположивъ, что все т'Ьдо разд'Ьлено па безконечно-иалне алеиенты объема и 
зам'Ьнивъ каждый такой элементъ иатерьяльною точкою, должны будеиъ зшразить воз- 
можный иоментъ снлъ объемныхъ в силъ инерщн сл'Ьдуюпщмъ интеграломъ : 

'_{^- 8')«^-*-(8^-.?)«^-^(3 -ш)Ч^^^О, . . . .(157) 

гд'Ь интегралъ распространенъ по всему объему т^Ьла въ его деформнрованномъ соетоя- 
н1и и а^ ееть плотноеть вещества въ атомъ состояши. 

Возможный моментъ вн^кшнихъ напряжен1й, приложенныхъ къ наружной дефор- 
мированной поверхности гЬла, выразится интеграломъ : 

распространенныиъ по этой поверхности; зд'Ьсь и^, V^^ го^у относятся къ одной изъто- 
чекъ элемента с18 поверхности, в, Х^у У^у 2^ суть проэкщи на оси координатъ вн^Ьш- 
няго напряжешя, дМствующаго въ этой точк'Ь. 

Дал'Ье, такъ какъ частичный силы, д'Ьйствующ1я между каждыми двумя атомами 
или частицами т^ла, суть силы, им'Ьющ1я потенщалъ, то возможный моментъ вс1^хъ ча- 
стичныхъ силъ тЪла можетъ быть выраженъ варьящею потенщала П всей системы ча- 
стиц^ь на себя : 

П = ^^^тГ, 

ГД'Ь тУ есть потенщалъ всей системы на одну изъ частицъ (масса которой — т), а 
суммирован1е распространено на всю систему. 

Потенщалъ же тГ всей системы на такую частицу, которая не находится вг^ 
поверхностномъ слогьу выразится следующею суммою: 

тУ = тЯ.тГ{х\ 
гд* 

зд'Ьсь введены обозначен1я параграфа 32-го. 

Пренебрегая третьими и высшими степенями разности (г — г), функщю ^Р(^) 
можно представить такъ: 

Щх) = Р{г) -*. (г-г)ф(г) ^ (1:^^, 

а если заменить зд'Ьсь разность (г — г) внряжешемъ (148), приведевнниъ въ предн- 
дущенъ параграфе, тополутамъ следующее прЕближенное внражен!е дляфунЕЦ1Е2^((): 

ВЧх) = Р{г) + (« н- 1 х«) ?^ н- а» -^, (159) 
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гд'Ь отброшены члены, зяключающ1е третьи и высппя степени отношен1й (^и:г), 
(Дг; : г), {Аго : г). 

Подставивъ въ (159) вх'Ьсто а и х выражен1я ихъ (150) и (149), найденъ, 
что половина произведен1я а 7 выразится сл'Ьдующимъ образоиъ: 



^ 



\?У=Ф, ....(160,а) 

I 

Ф = -Г^шУМ - *.— Ж (1М, V) 

2Ф. = ЛГ..(2.,-. \^^ [Щ^ (Щ) ^ 2Г(2»,-нЬ^ -н I * н- 1 ^) * 

- ^.' (2«.- (й)"- (I)'- (&)'Ь ^^•" о- н I - Б 5 - ё ^) . 

зд'Ьсь РГ означаетъ. однородную функщю второй степени отъ ^ц б^, б,, 9^, ^^9 ^в» 
выражаемую формулою (154) предыдущаго параграфа. 

Во вс^хъ суммахъ вида ^, заключающихся въ атихъ выражен1яхъ, суииировр1е 

распространяется на всю сферу рад1уса равного 9? описанную вокругъ взятой точки 
т'Ьла, предполагая, что эта точка не находится въ наружномъ поверхностномъ сло^ 
т4ла. 

Баи взять точку т'Ьла, находящуюся въ наружномъ поверхностномъ ао'Ь, то 
для нея Ф выразится также формулою (160,&), но суммировашя ^ будутъ распро- 
странены но по полной сферЪ рад1уса р, описанной вокругъ взятой точки, но только 
по той части этой сферы, которая заполнена веществомъ т'Ьла, такъ какъ часть этой 
сферы выступаетъ внаружу гЬла. 

Полученное выражен1е для Г, равнаго (2Ф : с), подставимъ въ выражеше потен- 
щала П всей системы на сьбя, который, подобно выражешю (157), представимъ въ 
вид'Ь интеграла распространеннаго по всгьмъ элементаш объема, занимаемаго тгь- 
ломъ вг рассматриваемый моментъ времени: 



п =ш? 



ФЛО\ (161) 



I 



зд'Ьсь, какъ'^и въ интеграл'Ь (157), о^ есть плотность въ деформированномъ состояши, 
а йО есть объемъ одного изъ элементовъ т'Ьла въ атомъ состоян1и^ такъ что: 

^1=гЬ' его = сгхсгуйг, (162) 

гд*: 
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Теперь ел'Ьдуетъ составить варьяц1ю отъ П; но прежде этого иы преобразуеиъ 
этотъ интеградъ, распространенный по объему, занимаемому т'Ьломъ въ деформирован- 
номъ С0СТОЯН1И, въ интегралъ, распространенный по тому объему, который оно зани- 
мало въ предваритедьномъ состояши. 

При такомъ преобразован] и мы должны будемъ зам'Ьннть Ау^Л^Лъ черезъ 
ЮЛхйуйг^ гд* 



2) = 



дх дх дх 

5Ь ' ду^ дв 

ду ду ду 

дх^ ^^ дм 

дя дг дг 

дж> 551» дм 



1 



е 



ди ди 



ду^ 1 



дю. 

*2' дш 



дю дю ^ 
дх ^ ду ^ 



&. 



8 



ТО есть 



1) = (1н-<?) = -1. 



^ 

Посл^Ь этого потонщалъ П получить такой видъ: 

п = Г 1 1 Ф^гжйуй^, (163) 

гд'Ь интегралъ распространенъ по объему т'Ьла въ его предварительном^ состояти. 
Возьмемъ теперь варьяфю отъ 11 : 



гд*: 



ЬФ 



8П 


___ 




ЬФ Лх (1у Лг, 






дФ 

д1, 


• 

дди 
дх 


•< 


дФ 
ди^ 


дди 


—.у 7 

дФ 
ди^ 


д/^и 
дм 


^ 


дФ 


ддю 
дх 


Н- 


дФ 


ддю 
ду 


дФ 
д1?а 


ддю 
дг 


- 


дФ 


ддго 
~дх 


-4- 


дФ 
дгс2 


ддю 

ду 


дФ 
'^'дг. 


ддю 
дж 


в 


&и?1 


9 •.... 



(164) 



(165) 



зд'Ьсь, для краткости, производный отъ !; и и^ по п; означены черезъ у^л ю^^ произ- 
водныя отъ го т и по у — черезъ го^ш и^т производныя отъ и и <; по ^ — черезъ 

«1з и V^^. 

Теперь снова сд'Ьлаемъ преобразоваше интеграла (164) отъ координатъ перво- 
начальныхъ (я:, у, г) къ координатамъ х, у, г, тогда варьящя отъ П получитъ такой 
видъ: 

^'^^ дФ 



- =Ш^ 



о 



аха^аъ, (166) 



гд'Ь интегралъ распространенъ по объему т'Ьла въ его деформированномъ состоянги. 
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Зах1ЬнЕ1Ъ производную отъ 8» по X следующею сунною: 



дди 
дх 


= 


дди дх 
дх дх 


ч- 


дди ду 
ду дх 


-♦- 


дди дх 

дх дх 



И съ прочими подобными производными поступииъ такимъ хе образомъ; сд'Ьлавъ это, 
найдемъ, что подъинтегральная функц]я въ интеграл'Ь (166) получитъ слЪдуюпой видъ: 



дФ 



е 






дди 

дх 

дду 
дх 

ддго 
"дх 



дди 
ду 



8 






трдди 



О 



8 дх 



я 



8 



дди) 



-^8'д? » 



зд'Ьсь: 



■^1 — 1-+-0 \дс1 дх 



дФ дх 
д|*2 ду 



дФ 
ди 



!?'„ 



1 /дф ду дФ ду 



Ог = 



I-*- в \дс1 да: 

1 /дФ дх 
1 -#- б \^д©1 да? 



дФ ду 
ди2 ду 

дф^дх 
де^ ду 



>^дх\ 

д^ду\ 
дм, дм) 



дФ 
д»8 




И Т. П.; приэтомъ: 



дФ 
де. 

дФ 



Л^о(1н.е,)^Тз'^2-^^2'«8 



- -^ = Т,Ч1-^в,) ^ К,^и,^ Т,'и, 



ди^ 
дФ 



ди. 




^2 ^^ 


-^^1) 




дФ 
д»| 




к,% 




41 


дФ 

дС2 


— 


VV, 


-4-^,^ 


'(1 


дФ 
дгз 


= 


т,ч. 




(1 



Т,Ои,-*-Кщ 



О -н Т • V, 



2 "8 






дТГ 

дТГ 
д(29гУ 

^(2?»)* 
дЖ 

д(2д,)' 



(167) 



И Т. Д.; кромЪ того, пренебрегая вторыми и высшими степенями производныхъ отъ 
щ V, го: 

1 дх . 1 дх 1 дх 

1Ч'0дх~^ Ь ^8> 1^вд!/~^«' 1-нвд1 — ^' 



1 ду 1 ду 1 1 ду 



^ ^=1. 



6 да; 



_1_ дх 

V 1^еду~*^2) 1 



1 дх . 



в да 



«1— Ь- 
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Если пренебречь вторыми и высшими степенями величинъ е^, г^, €3, и^у щ, 
^1У ^8) ^1' ^2 ^ сравнить полгученныя такимъ образомъ выражешя для Г^, Р^^ Р^^ 
^1у. . . .Яз съ формулами (153) предыдущаго параграфа, то окажется, что: 

Р,=:-N,, 0,= -N,, Яз=-^з, 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что варьяцха отъ П выразится сл'Ьдугощимъ интегралоиъ, рас- 
пространеннымъ по объему, занятому пыьломъ вь деформированном^ состоянги: 



8П 



= — [[[слсгусгг, {{и.ыв) 



гд*: 



Еа&дое изъ девяти произведен]!!, входящихъ въ составъ ^у можно преобразовать 
тактгь образомъ, какъ наприм'Ьръ следующее: 

зат'Ьиъ, воспользовавшись формулами преобразовашя ( 1 6) параграфа 10-го, можемъ 
подучить сл'Ьдующее выражеше для 8П : 



р, 


^ 


дх 


-4- 


аг, 


•^ 


дг ' 


р. 


^= 


дх 


-+- 


дг 


-*- 


аг, 

дп ' 



гд-Ь: 

-^3— ;^-*-^у -♦-'^ ? Оз— ^а'^ -4-^1(1. -Ь^V8V, 

X = С08 (п, X), [1. «= сов (п, У) V = С08 (п, ^; 

зд'Ьсь интегралъ объемный расцространенъ по объему тгьла еъ деформированном^ со- 
стоянщ интегралъ поверхностный — по наружной поверхности этого объема, а п есть 
нормаль, возстановленная изъ точки элемента Л8 внаружу т'Ьла. 
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Составинъ теперь равенство, выражающее начало д'Аламбера: 

[[[[(«Гг Ж-*-Р,-а, и") Ьи ^ (а, §) -+- Р,- а, V") ^V -ь (а, 3 -^ Р,— », «'") Щ ЛО^ 
^ |Г[(Х — 5,) Ч-^- {У — 8д ««'.-^ (2— 8,) Ьи,;\ й8= 0. 

Еаи гЬло свободно, то варьящи воординатъ всЬхъ точевъ т^а произвольнн, а 
потону получаются сл'Ьдуюпця дифференщальння уравнен1я для всЬхъ точевъ гЬла: 



<Рв т дТ. 



ау "^ 


аг 


ау"*- 


аг, 
аг 


дт, . 


алг. 



(169) 



И сл'Ьдую1Ц1я уравнен1я для точокъ наружной поверхности: 

Х = N^ С08 (ПХ) -*- Тз С08 (ПУ) -I- Та С08 (п^), 

У^= Тз С08 (пХ) -+- ЛГ^, С08 {пУ) -+- Т^ С08 (п^), \ (170) 

2^ = Т^ С08 (пХ) -I- 2; С08 {пУ) -*- л; С08 {п2), 

гд'Ь п есть наружная нормаль еъ деформированной поверхности. 

Въ томъ случа'Ь, когда каыя либо точки т'Ьла закр'Ьпленн неподвижно, въ ура- 
внешя дтихъ точекъ войдутъ реаЕЦ1и связей. 

Такимъ образомъ начало д'Аламбера даетъ т^^ самыя уравнен1я (1 7), которыя 
получены другимъ путемъ въ глав'Ы-й этой книги; притомъ выражешя ]^&N^уN^^N^у 
Т^, Тд, Тду полученныя въ этомъ параграф'^, тождественны съ выражешями (163), 
найденными въ предыдущенъ параграф'^. 

$ 36. КоэФ1ц1енты упругости. Число коэФ1щ1ентовъ для тЬлъкрнстал- 
лшескпъ н нзотропно-упругихъ. 

Въ выражешяхъ (153), кром'Ь производныхъ отъ щ V, га по а;, у, <г, заклю- 
чаются: 15 величинъ А^, А^, А^, В,, В^, В^, (211), (121), (112), (301), (310), 
(130), (03 1 ), (0 1 3), ( 1 03) и 6 предварительныхъ напряжешй N^\ -ЛГ/, ^Vз^ V, V, Т^^ 

ВсЬ эти величины, числомъ 21, могутъ быть функц1ями отъ х^ у у г\ видъ этихъ 
функщй зависитъ отъ строешя т'Ьла въ его предварительномъ состоян1И. 

Внутри тЬла, то есть въ точкахъ, не находящихся въ наружномъ поверхностномъ 
сло'Ьу эти величины могутъ быть постоянными коэфицгенпыши^ независящими отъ 
а;, у у в\ но это возможно только въ такихъ гЬлахъ, внутреншя части которыхъ им'Ьютъ 
однородное строеше по всякимъ параллельнымъ между собою направлешямъ, проведен- 
нымъ черезъ всЬ внутренн1Я точки т'Ьла. 
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Всдк1я дв'Ь части такого тЪла, ограниченннл какими либо замкнутыми, подобно 
расположенными и тождественными по виду и по разм'Ьрамъ поверхностями, будутъ 
им'Ьть одинаковое строен1е, гд'Ь бы эти части ни были внутри т'Ьла, лишь бы онЪ не 
заключали въ себ'Ь частей поверхностнаго слоя. 

Т^ло, обладающее въ предварительномъ состоян1И такимъ параллелизмомъ и та- 
кою однородностью строен1я, называется тЬлошъ однородпаго строенгя. 

Надо им'Ьть въ виду, что наружный поверхностный слой можетъ отличаться по 
своему строешю отъ прочихъ частей гЬла, такъ что гЬло можетъ им'Ьть внутри строе- 
нхе однородное, а въ наружномъ поверхностномъ сло'Ь — неоднородное. 

И такъ, во внутреннихъ точкахъ т'Ьла, обладающаго однороднымъ строен1емъ, 
каждая сумма вида: 

-т8«»-Г^'9^8^ _|§шф(г)г'9Р$т (171) 

имЪетъ одно и то же значеше во всЬхъ точкахъ т'Ьла, а потому величины А^уА^^. .. 

.. .(103), ^Д ^^2^, Тз^ суть постоянные коэфиц1ентн для этого т4ла; эти 

коэфиц1енты называются коэфицгентами упругости такого т'Ьла и число ихъ не бо- 
л'Ье двадцати одного. 

1) Если строен1е т'Ьла не только однородно, но и еще симметрично относительно 
лараллельныхъ между собою плоскостей, а именно, если сферы радтуса 9? окружаюпця 
каждую точку, симметричны относительно плоскостей проведенныхъ черезъ центры 
сферъ параллельно плоскости У2, то н'Ькоторые изъ кодфиц1ентовъ упругости будутъ 
равны нулю. Въ самомъ д'Ьл'Ь, при такомъ строеши гЬла каждой частице, находя- 
щейся внутри сферы д'Ьйств1я частицы ЛГ, соотв'Ьтствуетъ симметричная ей относи- 
тельно сказанной плоскости другая частица равной массы, имеющая т'Ь же ^ и }, но 
противоположное по знаку г; по этому всЬ суммы вида (171), заключающ1я г въ не- 
четной степени, будутъ равны нулю., Стало быть будутъ равны нулю коэфиц1енты: 
ТЛ Тв^ (112), (121), (103), (130), (301), (310). 

Я такъ, при симметричномъ строеши относительно плоскостей па/рал- 
лелъниосъ У 2, ттьло будешь имтьть 13 коэфицгентовъ упругости: 

л, 4,, Л, В„ В„ В„ (211), (031), (013), N^>:N,\ К,', Т^ 

2) Если строенге ттьла имтьетъ такую же симметргю не только относи- 
тьльно плоскостей параллельныхъ плоскости У2у но и еще относительно плос- 
костей параллельныосъ плоскости 2Ху то будутъ равны нулю также и гЬ коэфи- 
щенты, въ которые входитъ р въ нечетной степени, а именно: 'ТД (211), (031) и 
(013) и останется 9 коэфицгенттьу именно: 

-^ХЧ -^2> -^81 ^1У ^2У ^Ь9 ^1 7 ^% 9 ^В 9 

откуда видно, что тогда и плоскости параллельный плоскости ХУ суть тоже плоско- 
сти симметрии. 
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Въ атомъ случать выражен1я (153) аолучаютъ сл-Ьдуюпцй видъ: 



2У^,= 2^,»-*- (А,ч- 2У.«) е,н- (В,- У<>) б,-ь (В,- Ы,^ е„ 



N,= К,<>-^ (В,- N^^ ^, 



N,=:N,'ч-^В,-N,')г, 



(5,-2^,»)б,-*-(Л- 



(172, 1) 



Г,= ^;, (2В,-н 2\^,»н- 2У^,«) -ь Шз (ЛГз«- N^^), 



(172, 2) 



3) Бели етроен1е т-Ьда им'Ьетъ симнетр1ю вовруП> осей параллельннхъ оси ^?-овъ, 
такъ что сферы раЛ1уса 9> ОБрухаюпцд каждую точку М т'Ьла, ии'Ьютъ сиииетр1Ю во- 
кругъ осей параллельннхъ этой оси и проведенннхъ черезъ центръ сферы, то число 
коэфищентовъ упругости уменьшается еще на четыре. Въ самоиъ Д'Ьл'Ь, тогда коэфи- 
щенты упругости должны оставаться неизи'Ьнными при повороте плоскостей 2Х и 2У 
относительно т&[а на произвольный уголъ вокругъ оси ^-овъ. Повернеиъ эти плоско- 
сти на пряной уголъ, такъ чтобы новая ось Х-овъ совпала съ прежнею осью У^овъ, 
а новая ось У-овъ съ отрицательнымъ направлетемъ прежней оси Х-овъ, тогда новыя 
координаты г и 9' будутъ равны старыиъ 9 и — г и новые коэфищенты {И^)\ Л/ 
(N^)\ Л^у Б/ будутъ соответственно равны старымъ N^у А^, 2^^^ ^1, В^\ но такъ 
какъ такой поворотъ осей не долженъ вовсе изи'Ьнить величинъ всЬхъ коэфищентовъ, 
то отсюда сл'Ьдуетъ, что должны быть: 

Повернеиъ т'Ь же плоскости на уголъ въ 45°, тогда новыя г и 9» который мы 
означииъ черезъ Гд и ^з» выразятся въ прежнихъ такъ: 

а потому новое В^у которое должно быть равно прежнему В^^ выразится такъ: 

то есть: 25,= А^—В^ъ. отсюда: А^=^ А^^= ЪВ^, 

Такимъ образомъ оказывается, что тмьло^ имгьющее строенге однородное и 
симметричное вокругъ осей параллельныхъ оси Е-овЪу гшгьетг 5 коэфицхентовь 
упругости: 

1Р, N,\ Л, 5, В,. 
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Въ этонъ случае выражешя (153) получаютъ сл'Ьдующ1й вндъ: 

^У,= 2^0-*- (358-н Л«) 6,-1- (5з— 2У») 6,-+- {В — 1^1,, 
N,=^N^^*^^В,-Щ 6,-^(35,-^2^) б,ч-(В-2\Г»)б„ }. (173, 1) 
2У,= 2У,«-ь(5— Л») (6,-^-6,) н-(Л-ьед б„ 



Т,= ^, (2В -4- 2^»н- IV,») н- (IV»— 1%-) », 
Тз= 9, (25 -н 2^0-ь Л,») -ь (]У,<'— 2^0) о, 
Т,= 2<7, (Бз-ы^). 



(173, 2) 



4) Ббди строеа1е однороднаго т^ла не только свмиетричво относительно трехъ 
систеиъ плоекостеВ, параллельннхъ плоскостямъ координатъ, но кронЪ того одинаково 
по треиъ взаинно перпендиЕулярнымъ наоравлев1яиъ, параллельныжъ осяиъ координатъ 
(такъ что по направлешяиъ параллельннмъ оси Х-овъ строеше вич'Ьиъ не отличается 
отъ строен1я по направлензяиъ параллельныиъ оси У-овъ и отъ строешя по направле- 
н1я1Ъ параллельнниъ оси .?-овъ), то тогда должно быть: 

Въ этоиъ случа-Ь выражешя (153) будутъ заключать только три коэфищентл 
упругости Л, В ш № л будутъ ии'Ьть сл1Ьдующ1й видъ: 



2УГ1= 1^-1- {А ■+■ ^0) 6,-4- (В — 2У») («а-»- 6,) 



(174, 1) 

• 



^,= 



2УГ,= 2^«-4-(^-н2^) ,,4- (В _2У») («,-»- 6,) 
2У,= 2У»-ь (Л -+- N^>) 6,-+- (5 - 2У) (6, -♦- г,) 

2д, (В н- 1^), Т,= 2д, (В -н 2^»), Тз= 2^, (В -н 2У») . . (174, 2) 



5) Строеше однороднаго тЬла называется г1зотр(тнымъ, если оно одинаково по 
всбнъ направлен1я11ъ, такъ что сиииетр1я етроен1я сферъ рад1уса 9 существуетъ во- 
кругь веякихъ даанетровъ и относительно всякихъ Д1аметральныхъ плоскостей 9тихъ 
сферъ. 

Въ втихъ случаяхъ ^'=ЗВ и число коэфищевтовъ упругости равно двуиъ. Вы- 
раокенгя (153) принимают для изотропно-упругою тгьла такой видь: 



N^= ^V»-^- 2Яб,-+- (В - 1^) <9, Г,= 2л К 
2УГ,= 2^°-^ 2ЛГб2-ь (В — IV») в, Тз= 2д^ К 
Х,= N'4- 2^Гбз-н (В — Л^°) в, Т,^ 2д, К 



(175) 



Я=В-1-Ж 
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дкксъ К можно разсиатривать какъ одинъ изъ коэфищентовъ упругости, а 
{В — N^) — какъ другой; полуразность этихъ двухъ коэфивдентовъ дастъ величину N^, 

Изъ этихъ разсужден1й и полученннхъ фориулъ между прочимъ видно, что въ 
т^л'Ь, им'Ьющемъ изотропное строен1е, или же строен1е указанное въ пункт^^ 4-мъ на- 
стоящаго параграфа, предварительный напряжешя во всЬхъ точкахъ Т'Ьла и на всяк1я 
площадки одинаковы и нормальны къ нимъ, такъ что эллипсоиды предварительныхъ 
напряжешй суть сферы. 

$ 37. Разснотр1Бн1е зваченШ двухъ коэФНц1ентовъ упругоств изо- 
тропно-упругаго гЬла, 

Представимъ себ'Ь какое либо т^^ло, которое въ предварительномъ состоян1и 
им'Ьетъ изотропное строеше во всЬхъ своихъ частяхъ за исключенхемъ поверхностнаго 
наружнаго слоя. 

На основан1и сказаннаго въ предыдущемъ параграф'^ относительно однородности 
строен1я, предварительное напряжете 2У^ внутри всей изотропной части т'Ьла должно 
им'Ьть одну и ту же величину. Между прочимъ можемъ заметить, что постоянство ве- 
личины 1^^ вытекаетъ также и изъ уравнешй (135) параграфа 33-го, прим'Ьненныхъ 
къ изотропной части т^^ла, такъ какъ оеЬ въ этомъ случа'Ь принимаютъ сл'Ьдующ1й 
видъ : 

^=0,^=0,^=0 т,щ 

Для того, чтобы внутренняя изотропная часть т'Ьла им'Ьла предварительное на- 
пряжете К^ не равное нулю, необходимо, чтобы наружный поверхностный слой, ии'Ью- 
Щ1Й неизотропное *) строен1е, производилъ на внутреннюю часть поверхностное напря- 
жете, равное ^. Шдуетъ зам'Ьтить, что строен1е поверхностнаго слоя можетъ быть 
при этомъ не только не изотропнымъ, но даже и не параллельно-однороднымъ. 

Предположимъ, что къ наружной поверхности т'Ьла будутъ приложены поверх- 
ностный напряжен1я, который, черезъ посредство поверхностнаго слоя, передадутся 
изотропной части тЪла. Спрашивается, каковы должны быть напряжетя, испытывае- 
мый наружною поверхностью изотропной части т'Ьла со стороны поверхностнаго слоя, 
для того, чтобы эта часть тЬла получила сл'Ьдующую деформац1ю: 

и = аХу ь=:Ъу^ го = сл!, (176) 

(гд'Ь а, &, с суть величины постоянныя), и въ этомъ вид'Ь осталась бы въ покоФ? 

По формуламъ (175) предыдущаго параграфа мы найдемъ, что при такой дефор- 
мацш въ изотропной части т'Ьла разовьются слЪдующтя напряжен1я: 



^^1=2^^-»- 2Яа-+-(В _ Л^<») (а-+-Ь -4- с), Т,= О, 
К^= Л^^-+- 2КЬ-^{В — N') (а -*- Ь -н с), Т^= О, 



... .(177) 



*) Неязотропное однородное строен1е называется строенхемъ 90Л(тр<тнымъ. 
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Эти напряжешя должны удовлетворять уравнешяиъ равнов'Ьс1я, которня полу- 
чатся изъ уравнен1й (169) параграфа 35-го, если въ нихъ положить ускорешя рав- 
ными нулю (такъ кавъ т-бло находится въ побо'Ь). Такъ какъ объеиныя силы не д'Ьй- 
ствуютъ на гЬло, то эти уравнешя равнов'Ьс1я будутъ: 

Выражешя (177) удовлетворяютъ этимъ дифференщальнымъ уравнешяиъ, такъ 
кавъ всЬ три Т равны нулю и всЬ три ^ постоянны внутри всего т^ла. 

На площадки наружной поверхности изотропной части тФла должны дМствовать 
сл'Ьдуюпця напряжешя со стороны поверхностнаго слоя: 

Х^= Л, со8 (Р1, X), У= N. С08 (II., У), 2^= N. соз (^ 2),... (179) 

гд'Ь |1 есть нормаль къ наружной поверхности изотропной части тЪла, направленная 
внаружу этой части. 

Разсмотримъ сначала такой случай, когда Ь=с=а=^а^^ то есть когда линей- 
ныя растяжен1я по всЬмъ направлен1ямъ одинаковы и равны а^ . 

В ь этомъ случае наружная поверхность тЬла въ деформированномъ состояши по- 
добна и подобно-расположена съ поверхностью т'Ьла въ прадварительномъ состоянхи; 
то же самое относится и къ поверхностямъ, ограничивающимъ любыя части т'Ьла. 

Кубическое расширен1е единицы объема вещества равно За^; в = За^. 

ВсЬ три главныя напряжешя равны между собою: 

N,= 2^2= ^8= N'-н 2Ка,'^ 3 (В - ЛГ«) а,= N. 

На площадки наружной поверхности изотропной части должны дМствовать нор- 
мальныя къ площадкамъ напряжешя равныя ^ (на единицу поверхности). 

Если вычесть изъ ^^^ предварительныя напряжен1Я N^у то получимъ прибавочный 
напряжешя {N — ^^), подъ вл]яшемъ которыхъ гЬло получаетъ такую деформащю. 

Отношен1е между величиною прибавочнаго напряжешя (Л* — К^) и величиною 
производимаго вмъ кубическаго расширешя (^=30^) называется обгбяенылсг сопро- 
тивленгемъ вещества изотропнаго т'Ьла или модулемъ сЬюимаемости; дтоть коэфи- 
Ц1ентъ будемъ обозначать буквою М *). 

^ = ^^^ = ^К-*-В-N^> (180) 

Представимъ себ'Ь теперь что изотропная часть т'Ьла испытала сл1^дующую де- 
формащю : 

и = Оу г; = 62^, г(; = 0, 

то есть простой сдвигъ параллельно плоскости У2 по оси У-овъ (см. прим'Ьръ 1 -й въ 
§ 24 на стр. 66-й). 



*) По англ1вски этотъ коэФищентъ называется: гевхИепсе оГ уо]ите. 
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По фориуламъ (175) овахется, что при этоиъ сдвигЬ равовьиугся ед']&дующк 
напрлхен1я : 

]^^=ЛГ<»=ЛГ,= 2\Гз, Т,= КЬ,, Т,= Т,=:0. 

Эти выражев1Я удовлетворяютъ дифференщальнымъ уравнбн1яиъ (178). 

Предполохииъ, что наружною поверхностью изотропной части гЬла слухатъ дв'Ь 
плоскости, параллельныя плоскости У2; къ этимъ плоскостяиъ долхны быть прило- 
жены сл'Ьдуюшдя напряхешя: 

Х^= N^ У^= Щ, г = О, тамъ гд4 сое (|х, X) = -+- 1 
Х^=-^', У^=-Х&2, ^^,='0, „ „ со8(11.,Х) = -1. 

на единицу поверхности. 

Отношен1е между величиною прибавочнаго тангенц1альнаго напряжешя и величи- 
ною сдвига имъ производимаго, называется простою твердостью или соп'ротивленгемъ 
(^ртьзываигю (81тр1е ге^сШу, ге8181;апсе 1;о зЬеаш^); или мо&улемъ твердости; изъ 
предыдущаго видно, что модуль твердости равенъ К. 

Возвратимся снова къ деформащи (176) и на атотъ разъ предполохинъ, что 
изотропная часть тЬль. есть призма, длина которой параллельна оси 2-овъ, или ци- 
линдръ, параллельный этой оси, и что с = & = Ьз» ^ = ^• 

Еубическое расширеше при этомъ будетъ: в^^а^-^ 2Ь^. 

Ъ^ формулахъ (177) зам'Ьнимъ теперь коэфищентъ {В — ^^) разностью 

о 

(К — у Я) (согласно съ формулою (180)), тогда, въ прим']^неши къ настоящему слу- 
чаю, он'Ь получатъ бЛ'Ьдующ1й видъ: 

^1=^V^-ч. 2Ка^^{Е — \К) (аз-ь 26.) (181) 

^з=-й^з=^^^-4-22йз-*-(^г-|-10 (азН-2Ьз) = ^^ (182) 

Въ поверхностямъ плоскихъ основашй цилиндра или призмы должны быть при- 
ложены сл'бдуюпця напряжен1я : 

гд'Ь верхшй знакъ относится къ тому основашю, на которомъ соз ((1, X) = -«- 1 . 

Бъ боковымъ же поверхностямъ цилиндра или призмы должны быть приложены 
нормальный напряжешя величины Ж 

Если къ боковой поверхности не приложено нормальныхъ добавочныхъ напряже- 
шй, такъ что ЛГ — -К^= О, то отно^еше Ъ^ къ а^ определится изъ равенства (182), 
сд'Ёлавъ въ немъ N равнымъ И^\ изъ него получимъ: 

Ь| 1 ЗД — 2ЛГ 

Оз 2 ЗЛ-ьЯ* 
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Это отрицательное количество^ выражающее величину отношенгя между по- 
п^ечиымъ линейиымъ ансатгемъ и продольнымъ линейнымъ удлиненгемъ вещества ' 

призмы при прилохеши къ концанъ ея растдгивающихъ ее напряжея1й, буденъ обоз- 
начать черезъ — X. 

« = -Ь1^^ «8») 

Зам'Ьнивъ \ черезъ ( — а^у) въ выражен1и кубическаго расширешя 0^ единицы 
объема вещества призмы и въ выражен1И напряжен1я 2^^, получииъ: 

б/з=аз(1-2х) = 5^ (184) 



Л70_^ ЭД^Д» 



.У1= N 



ъв-^к 



Величина отношен1я между прибавочнымъ напряжешемъ (N^ — ^)у удлинняю- 
Б1ямъ призму, и величиною удлиннешя аз единицы длины призмы, называется Юнго- 
вымъ модулемъ или модулем упругости вещества призмы. Модуль упругости мы бу- 
демъ обозначать черезъ Е: 

^=^=а1^- (185) 

Кубическое расширеше 0^ можетъ быть выражено такъ: 

*.= ^^й^ (18в) 

Если бы та же призма была подвержена д^Ьйств1ю прибавочныхъ напряжешй 
(^1 — К% приложенныхъ не только къ основашямъ призмы, но ко всей наружной 
поверхности ея, то вещество призмы получило бы кубическое расширен1е О равное : 

^— — л— » 
т. е. втрое больше 0^. 

Сопоставимъ теперь все то, что можно сказать относительно значешя коафи- 
щентовъ упругости К ж (В — К^) изотропнаго гЬла и относительно величинъ -В, 

-КЕ Е. 

к есть модуль твердости изотропнаю тгьла и выражаетъ величину тан- 
генцгальнаю напряженгя^ которое должно прилооюить къ параллелшымъ мео/сду 
собою наружпымъ гранямъ тгьла для того^ чтобы сообщить ему простой сдвигъ 
величины равной единицгь. Модуль твердости, им^^я изм'Ьрешя напряжетя, можетъ 
быть выраженъ динами^ д'Ьленными на квадратный сантиметръ; такъ, напрюгЬръ, мо- 
дуль твердости м'Ьди равенъ : 

4 47 1 0" (граммъ) 

' ' (сантиметръ) (секунда)^ 

8* 



- 11 
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Для того, чтобы сообщить медному пласту простой сдвцгь, им'Ьющ!]! величину: 
2 1;^ 10'= 0,0058, надо приложить къ Баядому квадратному миллиметру поверхности 
пласта сл'Ьдующее тангенц1альное напряхеше, выраженное въ в^ЬсЬ килограмма: 

-^.58.10 килограммовъ =26,4 килограмма. 

В есть модуль соиммаемости или растяжимости изотропною ттьла и вы- 
ражаеть величину отн&ишгщ между давленгемъ^ которое надо приложить' кь 
каокдой единицть наружной поверхности тгьла, чтобы сообщить ему одинаковое 
линейное сжатге по ваъмъ направленгямъ^ и величиною получающаюся тогда 
кубическаю союатгя единицы объема тгыла; обратно, для произведешя такого куби- 
ческаго расширен1л надо приложить такое же натяженте къ каждой единих^Ь поверхно- 
сти. Величина модуля сжимаемости тоже выражается динами на квадратный санти- 
метръ, такъ какъ кубическое сжат1е и расширеше единицы объема выражается чис- 
ломъ отвлеченнымъ. 

Такъ, для н^Ькотораго образца стали: 

й=1,84Л012г-^^; 

' (сантим.)** 

ДЛЯ того, чтобы произвести кубическое сжат1е въ 0,00001, придется приложить къ 
каждому квадратному миллиметру наружной поверхности сл'Ьдующее давленхе въ кило- 
граммахъ : 

1 А4. 

-^10 килогр.=: 0,188 килограмма. 

Е^ модуль упругости^ им'Ьетъ следующее значен1е. Если къ основашямъ приз- 
матическаго т'Ьла будутъ приложены нормальный натяжешя или давлен1я, а къ боко- 
вой поверхности не будетъ приложено вн'Ьшнихъ напряжен1й, то призма будетъ ра« 
стягиваться (при натяжен1яхъ) или сжиматься (при давлешяхъ). Отношенге между 
величиною натяоюенгяу приложеннаго къ единицть основангй призмы и величиною 
получающаюся тогда растяо/сенгя единицы длины призмы представляетъ вели- 
чину Е; для произведешя линейнаго сжат1я той же величины надо приложить так1я 
же давлен1я. Такъ какъ линейное растяжен1е единицы длины выражается отвлечен- 
нымъ числомъ, то изм4Ьрен1я модуля упругости гЬ же что и прочихъ двухъ модулей. 

Для н'Ькотораго образца стали: 



Д=2,14,10^ \/"°\, . 

' (сантвм.г 






Чтобы произвести линейное растяжеше въ 0,001 этого т']^а, придется прило- 
жить къ каждому квадратному миллиметру основанШ призмы следующее натяжеше въ 
киллограммахъ: 

^10^ килогр. = 21,8 килограмма. 
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X есть отношенге величины поперечнаго линейнаго союатгя къ величинп» 
продольного растяженгя или отногиете величины поперечного линейнаго расиш- 
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• 

ренгя Кб величинть продольнаю линейнаго сжатгя^ происходящияъ въ пртмгь при 
обстоятельствахб только что указапиыхъ^ т. е. при растягиваши или сжат1И 
призмы напряжешяии, приложенныни къ оснобан1яиъ ея; х есть отвлеченная дробь. 

Зная дв'Ь изъ четырехъ величинъ К, Е, Е, х '^), можно вычислить дв-Ь друпя 
по сл'Ьдующимъ формуламъ: 

Е = з|^ = Зй (1 - 2)с) = 2г (1 -ь X) (1 86) 

тр в 2^Г 1ч-х ЕК ' (\«7\ 



X = 



3(1 — 2х) 3 1 — 2х 3(3-гГ— ^Б) 

зд — 2^г 

2 (ЗВ -4- К) 



= тО-з4) = 24-1 •••(188) 



г^ Е ЗД 1 — 2х ЪЕВ (\М\ 

''^~2(1^х)~"2 1-#-х— 9Е — ^? " ' 1*0»; 

Другой коэфищентъ упругости изотропнаго т4ла можетъ быть выраженъ въ 
двухъ изъ четырехъ предыдущихъ величинъ такими формулами: 



3 " ^^"^В — Е 1-нх 
'^^К-^Е~ 1 — 2х~(1-2х)(1ч-х) \1У^) 

Зная оба ко8фиц1ента упругости можемъ вычислить предварительное напряже- 
те -Л^^: 

Л70— 5 у в _К \^Аж _К {ЬК-2Е) /щ|ч 

^^ — 6 -^ 2 — 2 Г=^~Т ЪК — Е 1*^*/ 



*) Приводимъ зд']&сь у1сазан1е относительно того, какими буквами и знаками обозначены 
эти величины въ н^которыхъ наибол']^е авторитетныхъ яов'Ьйшихъ сочвнен1яхъ и статьяхъ по 
теорш упругости: 

К Б — ^УО Е В X 

к 
СаглсНу, Бхегсхсез ^) — - К — — — 

РЫзвоп, М6то1ге8 2) к-*- К к — К — — — 

Хмтё, ТЬбопе йе Гё1азис1<;ё з). . . ц X Е — — 

л 

8аШ - УепапЬ^ Вёаитё е! Ме- ь 

тоигев*) в»у»^ ^'у^ ^Е? — — 

СиЬвсЬ, Е1а8ис11;й1; *) Е ~ Е — ух 

Я^1гсЛЛо/, МесЬап1к в) К 2КЬ -^ — — 

ТТкжмоп, Ха1ига1 рЬПоворЬу'). п — М к с 

ТГ^^шисЛ, ТЬеог1е еЫизсЬег ^ 

КОгрег а ^ Е -^ ^ 

^) СапсЬу, Ехегс1сез йе та1Ьёта11дае, Ш-те аппёе, 1828. 

^ Ро18 8оп, Мёто1ге 8пг 1'едиШЬге е11е топуетеп^ дев согрз ёЫидиез; Мёто1ге8 йе Пп- 
311^11. Т. УШ, 1829. ^ош^п. де Гёсо]е ро1угесЬп. СаЫег 20, 1831. 

3) Ьатё, Ъё^опз апг 1а 1Ьёопе та^ЬётаИдие <1е Гё]а81;1с11;ё дев согря зоИдев, 1852. 

^)8а1п1-Уепап(, Еёзошё дез Ье^опз. . . ., Кё81з1апсе дев согрз зоИдеа р. Кат1ег, 1864; Мё- 
Ш01ге виг 1а 1огз10п дез ргхзтез (ЗауаШз ё(гапвег8, Т. Х1У) 1853, Мёшохге виг 1а Яех10П аев рпвшев 
(Доогпа! дев ша1;Ьёта11дие8, р. Ь!оиУ111е, Т. I, зёпе 2) 1855. 

^) С1еЪвсЬ, ТЬеопе дег Е1а8исй&е Гевгег КОгрег. 1862. 

') Е1гсЬЬоГ^, УоНезип^еп аЪег та^ЬетаИзсЬе РЬузПс, 1876; Оезатт^е АЪЬапдкп^^еп. 

') '^. ТЬошвоп апд ТаИ, Тгеаизе оп КаШга! РЬПозорЬу, Уо1. II, 1883. 



г * 
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Отсюда видно, что если бы предварительное на11рджен1е было равно нулю, то 
было бы : 

в=^к, ^^;=|г=|^г, >с=о,25 (192) 

Приводймъ таблицу величинъ модулей для различныхъ гЬлъ, извлеченную изъ 
книги: ЕтегеЙ, Шйз апД рЫзка! соп81ап1;з. 1879. 

Плотность а к В Е у. 

Флинтгласъ 2,942 0,240.10^^ 0,415. 10^^ 0,603.10^2 0,258 

Латунь (провол.) . . 8,471 0,366 . 10^^ — 1,075 . 10^^ 0,469 ? 

Сталь 7,849 0,819.10^2 1,841.10^2 2,139.10^2 0,310 

Железо 7,677 0,769.10^2 1^456.10^2 1^963,10^2 0^275 

Чугунъ 7,235 0,532.10^2 0,964.10^2 1^349.10^2 о 267 

М*дь 8,843 0,447.10^2 1^684.10^2 1^234.10^2 оз78 

Если изотропное ттьло будешь подвергнуто одинаковому (по всей его по- 
верхности) давленгю или натяоюенгю величины Р (на единицу поверхности), шо 
каоюдая единица его объема получить кубическое сжатге или расширенге вели-- 
чины (Р : В)^ причемъ линейное сжатге или растяженге по всгьмь направленгямъ 
будешь равно (Р : ЗВ). 

Если изотропное ттьло, имтьющее видь призмы или цилиндра, будешь под- 
вержено нашяженгямь, приложеннымь къ его основангямъ, причемъ кь каждой 
единицгь поверхности буоеть прилооюено натяженге Р, то линейное удлинненге 
единицы длины ^ параллельной длингь призмы, будешь равно (Р: Е), линейное сжа- 
тге единицы длины по всякому направленгю, перпендикулярному къ длингь призмы^ 
будешь равно (Ру. : Е) и вещество ттьла получишь кубическое расгииренге рав- 
ное (Р : ЗВ) на единицу обьема. Если нормальныя напряженгя Р на основангяхь 
призмы будуть давленьями, то линейное продольное сжатге будешь (Р:Е), ли- 
нейное поперечное расгииренге будешь (Рх. : Е) и вещест^во тгьла получишь ку- 
бическое союатге (Р:ЗВ) на единицу объема. 

% 38. Формулы Грина, выражающ1я зависимость между напряже- 
н1яин и давден1яии. 

Формулы (153) стр. 93, выражаюпця зависимость между напряжешями и дефор- 
мащями т'Ьла, были выведены Боши*) такимъ образомъ, какъ показано въ § 34 -мъ. 
Въ § 35 приведенъ друх^ой выводъ этихъ формулъ, исходя изъ начала д'Алаибера. 

Гринъ далъ друг1я формулы, вырахающ1я зависимость между напряжен1ями и де- 
формацтями*"^). Эти формулы онъ выводитъ'изъ начала д'Аламбера, предполагая, что 
потенщалъ частичныхъ силъ, д'Ьйствующихъ на каждый элементъ деформируемаго 
^т'Ьла, есть функщя отъ коэфицаентовъ чистой деформащи элемента, такъ что потен- 
щалъ всЬхъ частичныхъ силъ на себя будетъ: 



\ 



П=— 9(61,63, вз, 2^1, 2^2, 2?з)<гхйусг2,... (193) 

*) СаисЬу, Ехвгс1сез йе Ма^Ьета1;^^ие8, 4-те апоее. 
**)6еог^е Сггееп, Оп 1Ъе Ьа^з о5 1Ье КеЯехшп ап(1 Ее^гас1;1оп оГЬ1^Ыо1; 1Ье соштоп апг- 
Гасе оГ Хчго поп — сгувЫИгес! МеоНа; Оп (Ье Ргора^аНоп оГ Ь1^Ь1 1п сгувЫИге^ Мес11'а. Ма^ЬешаИ- 
са1 Рарега оГ О. бгееп, есП^ей Ьу Геггега, Ьопй. 1871, Маст1Пап апй С^. 
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гд* 



ди дV дю р^ ^ ^ 9^ ^ ^ л^ ^ ди 



Разложивъ 9 по возрастающпъ степендиъ ничтохно-малыхъ величинъ е и ^ и 
пренебрегая членами^ заключающими третьи и высш1я степени ихъ, можеиъ въ выра- 
жети (193) оставить вм-Ьсто 9 сумму: 9о"*~Ф1'^ Фа? ^Д* 9о ^^ заключаютъ величинъ 
е и ^, 91 ®сть линейная фунвщя^ а фз"^ однородная функщя второй степени. 

Поэтому варьяц1я отъ П выразится такъ: 



8П = — (891-ь 892) ^х ^У ^2. 



Зд-Ьсь 891 есть линейная функщя отъ Зе^, ЗОд, 8е„ 28§;^, 28^2» 2*&8 ^'ь по- 
стоянными коэфищентами. Когда гЬло находится въ предварительномъ состоян1и въ 
поко'Ь, при отсутств1И всякихъ вн'Ьшнихъ силъ и напряжен10, тогда должно быть: 



♦ 



0= дф^йхс^уйг 

И сл'Ьдовательно К09фвц1енты первыхъ степеней величинъ е и §; должны быть равны 
нулю. 

Изъ этого сл']Ьдуетъ, что 8П должна заключать подъ интеграломъ варьящю отъ 
функщи 92 второй степени и однородной относительно величинъ е и ^, съ постоянными 
Еоэфищентами. 

И такъ по Грину: 

8П = — Г| |892 йхйу^г, (194) 



гд4: 

292= Лв1^-*- 2580102-1- 2526108-*- 4Я,е,^1-1- ^К^е^^^-^ ^К^^^гёъ-^ 
-4- А^ь^^-н 2В,е^%-^ ^Ь^е^ёг-^ Щ^^%^ ^^Аёв-^ 

-+- Ле8^■^- Щ^^г-*- ^Ц^^^-^ ^^звз^з-^ 

-^ 40згз^ 

Сравнивъ данное Гриномъ вырахеше для 8П съ выражешеиъ (166, 2^), приве- 
деннымъ въ параграф'^ 35 -мъ на стр. 99 (гд'Ь ^ есть сумма, выражаемая формулою 
(167 Ы8)\ можемъ заключить, что Гриновы формулы для напряжетй им^^ютъ сл'Ь- 
дующШ видъ: 
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Л^,= А,в,ч- В^,-^ В,е,^ 2Н,д,^ Ш^^ч^ 2К^, (195, а) 

N,^ Вз^,-*- Л^з-*- Б.н-^ 2Ъ^^^ 2Я^,^ Ш,д^ (195, Ь) 

^8= ^ае^н-В^бдЧ- Л^з-^- 22^391-*- 22^15^8-^ 2Ц^8 (195, с) 

Т, = Я^г,^ Ъ^г^^ Хз^з-ь Ш^,^ 2Щ^-^ 2Р^^ (195, Л) 

2; = К,г,^ Н,г,-^ Ь,г,^ 2Ж^,^ 20^,-^ 2Р,д, (1 95, в) 

Тз = ^ав^ч- гГ,е2-4-Язез-н 2Р^,ч- 2^Р,(?,н- 26^з9з (195, /") 

и заключаютъ въ 066*6 2 1 Боэфиц1ентъ упругости. 

1) Если вещество т'Ьла им'Ьетъ симметричное строеше относительно плоскостей 
параллельныхъ плоскости У2, то выражен1е фо не должно изм'Ьнить своего вида при 
перем'Ьн'Ь направлен1я оси X въ прямопротивоположное ; но если мы сд^Ьлаемъ эту пе- 
ремену, не изм'Ьняя направлен1й положительныхъ осей У и ^, то это повлечетъ за 
собою изм'Ьнете знаковъ величинъ и и х, а сл'Ьдовательно изи']Ьнен1е знаковъ величинъ 
д^тд^. Поэтому, въ случа* такой симмвтр1И, коэфищенты упругости: К^^ К^^ К^у 

Щ, Дз> А> -^2? -^8 ДОЛЖНЫ быть равны нулю. 

2) Если существуетъ симметрхя вещества также и относительно плоскостей па- 
раллельныхъ плоскости 2Х, то должны быть равны нулю, кромФ вышесказанныхъ, 
еще коэфищенты: Я^, Ьд, Хд, 1^1, такъ что тогда останется 9 коэфищентовъ: 

Л^, Лд, Лз, В^, В^у Яд, О^ (Тд, 6^3? 

откуда видно, что тогда и плоскости параллельный X У суть тоже плоскости сим- 
метрш. 

3) Когда строен1б т'Ьла им']^етъ симметрхю вокругъ осей, параллельныхъ оси 
^-овъ, то тогда^ всл'Ьдств1е тождества строен1я параллельно осямъ X и У, должны 
быть сл4дующ1Я равенства между коэфищентами: Л^= Л^, В^= В^, 0^= О^. Кром* 
того величины коэфиц1ентовъ упругости не должны изм'Ьняться при повороте плоско- 
стей 2У и 2^X на какой бы то ни было уголъ вокругъ оси 2-овъ, а, въ частности, на 
уголъ въ 45°. Сд-Ьлавъ такой поворотъ и означивъ новыя оси черезъ 2, Т, коорди- 
наты относительно этихъ осей черезъ Н, т], проэкц1и на нихъ перем1Ьщен1й точекъ че- 
резъ и и ^ и линейныя удлиннен1я по нимъ — черезъ в/, б/, а коэфищенты сдвиговъ 
при новыхъ осяхъ — черезъ ^/, д^^ д^\ мы найдемъ, что : 

С|'-1- С2' / 61'-*- ^2 ' ' 

®1 — 2 ^3 ' ®2 — — 2 ^ ^3 » ^а — ^3 

^'=^'' ^^='-ТТ-' 2^з=е/-<; 

и тогда окажется, что: 2в^= Л^—В^. 

Поэтому, въ случа-Ь симметр1и строешя т^Ьла вокругъ направлешй, параллель- 
ныхъ оси ^-овъ, функщя фз будетъ им'Ьть сл'Ьдуюпцй видъ: 

2?з= В^ (е,-«. дз-*. Лвз'-*- 2Б (6,-4- д бз-4- 

-ь4е^ (9г'^д,')-^20, (6,^-4- Бз^-ь 2дг) (196) 
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4) Если строеше вещества не только симлетрично относительно трехъ системъ 
плоскостей^ параллельныхъ плоскостдиъ координатъ, но кром'Ь того одинаково по на- 
правлен1ямъ параллельныиъ всЬнъ треиъ осяиъ, то должны существовать сл'Ьдующ1я 
равенства иегду коэфищентами: 

тогда : 

29а= А (г,^-^ бз^н- О -ь 4<? {д,'^ д^^ д^) ^ 22? {г^г^-^ г^,-^ е,д . (197) 

5) Наконецъ, въ случа* и80троп1и должно быть: 2(5 = ^ — В\ останется только 
два коэфищента, въ качеств'Ь которыхъ можно удержать Вив; тогда функщя ф^ 
будетъ им4ть сл'Ьдующ1й видъ: 

2<р,= В&'-*- 20 (6^^-+- 6,^4- 5з«-+- 2^,^-ь 2д,^чг 2д,') (198) 

Вырахешя (195) для изотропнаго т-Ьла полу?атъ поотону такой видъ: 



Ж= 2ве,-1- ВО. 



2 --^-2 



N^=20^-^ ВО, Т^=2вд^ 



(199) 



Разница иежду этими выражешями и выражетями (175) заключается только въ 
томъ, что зд'Ьсь н-Ьтъ предварительнаго напряжен1я N^^ вместо К зд-Ьсь О и вместо 
{В — ^У^) зд4сь В; поэтому в въ формулахъ (199) означаетъ модуль твердости К, а 

В равняется (Е — ^ к\ 

§ 39. Сравнена Форнулъ Копш съ Фориудаин Грнна. 

Сравнивъ формулы Боши, полученный въ §§ 34, 35 и 36, съ формулами Грина, 
полученными въ предыдущемъ параграф'^, мы должны обратить вниманхе на то обстоя- 
тельство, что въ первый входятъ (д^^ о^, Од — угловыя перем'Ьщен1Я элементовъ ве- 
щества, между т'Ьмъ какъ эти величины не вошли въ формулы Грина всл'Ёдств1е сд^Ь- 
ланнаго при ихъ вывод'Ь предположешя, что потенщалъ частичныхъ силъ каждаго 
элеиента независитъ отъ его угловаго перем'Ьщешя. 

Это различ1е между формулами Грина и Коши теряется, когда ихъ прим'Ьняемъ 
къ нзотропно-упругимъ т^Ьламъ или къ т^^амъ им'Ьющимъ такъ называемую кубиче- 
скую изотроп1ю, то есть къ т'Ьмъ, строенхе которыхъ тождественно по направлен1ямъ 
параллельныиъ тремъ осямъ координатъ и объ которыхъ было говорено въ пунктахъ 
4-хъ параграфовъ 36-го и 38-го. 

По отношешю къ этимъ т'Ьламъ остается еще одно различхе между формулами 
Коши и Грина: въ первый входитъ предварительное напряженхе ^^, которое не вхо- 
дить во вторыя. 
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Въ насто]^щее время представляется еще пока прехдеврененнннъ входить въ 
теоретическое изсл-Ьдованхе вл1ян1я оредварительннхъ напряхенШ и поверхностнаго 
слоя въ явлен1яхъ упругости. Въ слФдующихъ главахъ этой книги я буду пользоваться 
преимущественно формулами Грина. 



VII. 



О равновЪЫи упругаго тЪла. 
§ 40. Величины, опред1Бляющ1я состоян1е деФориац1и тМл. 

Въ параграф'^ 38-мъ при вывод'Ь фориулъ Грина было предположено, что по- 
тенщалъ частичннхъ силъ каждаго элемента т'Ьла завибитъ только отъ величивъ 
^п ®2» ^з> 2^1 > ^9%^ 25^8? опред-Ьляющихъ чистую деформац1Ю. 

Посмотримъ теперь, насколько деформированное состоянае* всего т'Ьла будетъ 
определено, если будутъ даны величины е,, е^, е,, 2^^, 2д^^ 2д^^ въ вид'Ь функц1й 
отъ X, у, г, для всЬхъ точекъ т4ла. 

Пологимъ, что мы нашли н'Ькоторыя фунБЦ1и щ г;, го отъ х, у^ г^ удовлетво- 
ряющ1я уравнешямъ: 

ди ^ д%о дъ 

(200) 



^2 ау' 


2.9, 


ди дго 
да дх^ 


^8 д*' 


2</, 


дю ди 
дх ду' 



Спрашивается, нельзя ки найти еще как1я либо друг1я функщи и^ , V^^ щ отъ 
^9 У} ^9 удовлетворяющ1я тЪмъ же дифференцхальнымъ уравнен1ямъ, и отличающ1яся 
отъ первыхъ? 

Если это возможно, то разности между ними, то есть {и—и^, (^— ^х)? {^ — Щ)^ 
который мы означимъ черезъ и^, V^яЩу должны быть функщями отъ х, у, ^, удо- 
влетворяющими сл'Ьдующимъ дифференц1альнымъ уравнен1ямъ: 



ди2 
дх 

д№. 



= 0, 



дгР2 
ду 



--2 = О 



д$ 



^' дг 

дт2 
дх 



дУ2 
дя 

дщ 
дх 

ди^ 
ду 



= 0, 
= 0, 



= 0. 



(201) 



Бзявъ отъ перваго изъ уравнен1й второй строки производную по х, отъ вто- 
раго — производную по 2/ и отъ третьяго — производную по г^ будемъ-имЪть: 



()*№« 



дч 



дхду двдх 



= 0, 



дЬ1. 



дЬс, 



дуда дхду 



= 0, 



дЧ. 



ч- 



д^и, 



дедх дуде 



^- = 0. 
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Сложивъ первыя два изъ полученныхъ сейчасъ равенствъ и вычтя третье, най- 
денъ, что вторая производная отъ гс^по х апо у равна нулю; поэтому должны быть 
также равны нулю и дв'Ь друг1я вторыя производный, заключающаяся въ составлен - 
ныхъ сейчасъ равенствахъ. 

Дал'Ье, путемъ дифференцировашя, изъ уравнешй (201) окажется, что всЬ безъ 
исключешя вторыя производныя отъ и^, у^, щ по а;, у, ;?, равны нулю. Отсюда сл*- 
дуетъ, что всЬ первыя производныя отъ щ^ Гд, щ по х^у,^ с^тъ величины постоянный. 

Такъ какъ, на основаши уравнешй (201), три изъ этихъ частныхъ производ- 
ныхъ перваго порядка равны нулю, а остальныя три по дв'Ь равны и прямо-противо- 
положны, то функщи Щу г;^, го^^ удовлетворяющая уравнен1ямъ (201), должны имЪть 
сл'Ьдуюпцй видъ: 

^2= а -ь г?р — 1/7, г;2=6-4-жу — га, щ:=С'+'уа — х^ (202) 

гд* а, Ь, с суть величины (и^\^ {ь^\, {го^\ для точки, предварительный координаты 
которой суть х = 0, у = 0, я = О, а постоянный а, р, у им'Ьютъ следующая зна- 
четя: 

^*~ ду дг' ^^— де дх' '^^~ дх'^ ду ' 

Т. е. дто суть н:Ькоторыя угловыя перем'Ьщеная, одинаковый для всЬхъ элементовъ 
т'Ьла. 

Величины щ^ г;^, щ суть проэкцш т^Ьхъ перем^Ьщешй, который совершатъ точки 
Т'Ьла при произвольномъ поступйтельномъ перем'Ьщешк а, &, с, соединенномъ съ ново- 
ротоиъ всего т'Ьла на ничтожно-малый уголъ вокругь произвольной оси. 

Отсюда видно, что фупкцги отъ а:, у, ^, выраоюающгя 6^,6^,63, 2^^, 2д^^ 2д^, 
впоАнгь опредгьляютг нтькоторую ничтожно-малую деформащю тгьла. 

Бели закр'Ьпимъ: какую либо точку т'Ьла (примемъ ее за начало координатъ), 
касательную къ какой либо лин1и, проведенной черезъ эту точку (направлеше каса- 
тельной примемъ за ось Х-овъ) и касательную плоскость къ какой либо поверхности, 
проведенной черезъ ту точку и черезъ ту лин1ю (примемъ эту плоскость за плоскость 
ХУ), то этимъ будетъ обусловлено, что а, 6, с, а, ^ и 7 должны быть равны нулю. 
Эти услов1я можно выразить нижесл'Ьдующимъ образомъ, взявъ за оси координатъ 
главный оси деформащи закр'Ьпляемаго элемента. 

При ж = 0, у = 0, ^ = должны быть: 

«0=0, г'о=0, м'о=0 I 

(а=о.(г).=ма=о(- '""' 

Въ саиомъ д'Ьл'Ь, такъ какъ закр'Ьпленяая касательная должна совпадать съ 
осью Х-овъ, то пврем'Ьщен1я по оси У-овъ точекъ, взятыхъ на лин1и вблизи начала 
координатъ, должны быть безконечно-малыми величинами высшихъ порядковъ малости, 

т. е. г ( ^] должно быть равно нулю; подобпымъ же образомъ увидимъ, что закрЬпле- 

Н16 касательной плоскости требуетъ, что производныя отъ ге^ по о; и по ^ были бы 
равны нулю въ начал'Ь координатъ. 
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Ц\. Д|ФФервнц1&1ьныя уравнвн1я втораго порядка, которкшъ долж- 
ны удоыеТВОряТЬ в,, е,, в,, 2^1, 2д^, 2^,. 

Если бы нн шгЬли не только е^, е^, вд, 2р,, 2д^, 2дз, но и еще 20^, 2е»з, 2(ц„ 
вырахеннняЕ въ функщахъ отъ х, у, г, то пришлось-бн опред'Ьлать и, г;, «; по ян^ю- 
1ЦИМСЯ внрахетяяъ игь первнхъ пронзводныхъ : 



ди д1? 

дх ®1» ^ж Л-+-®8> 


дсо 


ду ^8 "«» ду ^2» 


д«7 


ди д» 





(204) 



Функцш е^, е^, Ч^ д^ 9^^ д^^ ^п ^э) ^з не могутъ быть заданы по произволу; 
для того, чтобы е^, д^ — Оз> ^2"*" ^2 ^^^^ дМствительно частными производными по 
X, у, 2 отъ одной и той же функц1и !1, необходимо, чтобы он* удовлетворяли сл*дую- 
щимъ тремъ дифференщальнымъ уравнешямъ: 



дуа ^ д^2 

д5 дхг ду 



^ ^?? -*. ^**2 ^Ч ^ ^9г ^^ /Ой*^ I \ 

ду ' дл ■*■ д« — д5» ду — дх дх ' ' Л^^с!, 1/ 



Подобнымъ же образомъ составииъ еще шесть дифференц1альныхъ уравнешй 
перваго порядка, Еоторымъ должны удовлетворять эти функщи : 

^ ^1 ^1 ^1 ^ ^_. ^ ^^8_. ^ ^ /ЛЛК С}\ 



ду ду ' да; 



д^ ' ду ду 



^1^ ^8 ^ ^92 ^ ^ ^ ^,*.^ ^ОП*^ Я\ 

дя "*" д« д|/ ' дж д« д* > ду ду да; длв У^^^ч О) 



ду ду 



Такова зависимость между частными производными т^хъ функц1й, которыми мо- 
гутъ быть е, ^ и €|>. 

Эти уравнешя (205) могутъ быть решены относительно частныхъ пронзводныхъ 
отъ о^, Оз) ^з! сд'Ьлавъ это, получимъ восемь сл'Ьдующихъ равенствъ: 



двО| 

дЫ| 
1е 



ду| дс^ д(л^ дд^ дсд дю, дд^ 

ду дг ' дг де дх ' да? дх 



дц дд^ дм^_.^ 

ду д-е: * да; длг 



ду2 ^8 ^ 

да; 9 ду да; 



де| 
ду 



д«1 ду2 <^8 ^ _. ^ ^1 

дх ду дм ^ ду дв дх 



и еще одно, девятое, которое можно представить такъ: 



дс1>| 
дх 



д»2 
ду 



дюа 
д< 



= 



(206) 
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Три язь восьми первыхъ равенствъ внраясаютъ частныя производныд отъ о^ по 

у у 1^у X. Составивъ изъ нихъ два выражен1я для ^ и приравн^въ ихъ, получимъ 

дифферешцальное уравнен1е (207, 1), приведенное ниже; составивъ ге по два выра- 

хешя для —^ н для ^^ нн аолучикь уравнешя (208, 3) и (208, 2). Дал^Ье, подоб- 

вннъ хе образонъ огь вырахешй частннхъ производныхъ отъ о^т х, у л я полу- 
чимъ днфференщальння уравнетя (207, 2), (208, 1) и опять полученное ухе (208, 3). 

Наконецъ, составивъ два внрахешя для ^^, получииъ дифференц1альное уравнеше 

(207, 3). 

2^ = Й-*-|? (20Т,1) 

2|& = ^'-|^ -(207,2) 

2^ = й-^& (207,3) 

дуде ■*" дх^ ~ дхду "^ дгдх ; ' * ^*''^» *^ 

дЧ^ 



Ых ду2 — дуде дхду ^^^^' ^^ 

^!!з .. ^ :^ .X, ^9г /9ПЯ Ч\ 

дхду "^ а«2 — дедх "*" дудг ^*^^' ^^ 

Этимъ шести совокупнымъ диффереящальнымъ уравненхяиъ втораго порядка 
должны удовлетворять г^» фунБЩИ, воторня должны выражать собою линейныя удлин- 
нен1я и сдвиги алементовъ сплошнаго гЬла, получившаго ничтожно-иалую дефориащю. 

$ 42. Уравнен1я равнов1^с1я упругаго т11а. 

Для того, чтобы упругое т'Ьло иогло быть въ дефориированномъ состоянш въ 
покоЪ, необходимо, чтобъ къ нему приложены были объемный силы и напряжен1я, 
определяемый изъ сл'Ьдующихъ уравнен1й равнов'Ьс1я упругаго тЪла 



^^^ дх^ ду^ де—^' 

о дГа а7\ д^з _. л 
'^ дх ду дг 



(169,2^) 



и (170) стр. 100 § '35-го. 

Уравнешя (169, Ьгв) получены изъ уравнешй (169) стр. 100 параграфа 35-го, 
положивъ въ нихъ и^ Vу го независящими^ отъ времени и отбросивъ члены, заключаю- 
щая произведешя изъ величинъ е и ^ и ихъ частныхъ производныхъ (пренебрегая та- 
кими членами мы зам^Ьнили: х^ у, 2 и сг^ черезъ х^ у, в а). 

Если будутъ заданы силы и напряжен1я, приложенныя къ упругому т'Ьлу, то ура- 
внешя (169, Ыз) и (170) вмФсгЬ съ дифференщальными уравнешями (207, 208, 200) 
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и УСЛ0В1ЯМИ (203) должны аослухить для опред1^лен1я того деформированнаго состоя- 

Н1Я, ВЪ КОТОрОМЪ должно находиться упругое Т'ЬЛО ПОДЪ ВЛ1ЯН1еИЪ этихъ силъ. 

§ 43. Объ уетойчгаобтк внутренняго равнов%е1я упругаго гЬда. 

Если къ т1^лу неприложено никакихъ объешыхъ силъ и дМств1ежъ вн'Ьшнихъ 
напряжешй оно приведено въ деформированное состояше, въ которонъ всЬ точки его 
поверхности закр'Ьплены неподвижно, то внутреннее равнов'Ьсхе его, по началу возиож- 
ныхъ перем%щен111, должно быть таково, чтобы, варьящя отъ потенщала. П вс1Ьхъ ча- 
стичныхъ силъ равнялась нулю. 

Для устойчивости же равнов'Ьстя консервативной системы необходимо, чтобы по- 
тенц1алъ ея былъ максимумъ въ положен1и равнов'Ьс1я *). 

По формул анъ же Грина (§ 38) потенщалъ упругаго т'Ьла, за вычетомъ членовъ 
нулевой степени относительно е,, е^, вз» ^^ 02' ^З) заключаетъ подъ интеграломъ 
однородную функц1Ю второй степени относительно этихъ величинъ. 

Для того, чтобы интегралъ: 



П 



п.= - /Гк 



а^а^аг (209) 



былъ максимумъ, при всякомъ вид'Ь закр'Ьпленной поверхности, необходимо, чтобы ф^ 
была такою однородною функщею втораго порядка отъ шести вышесказанныхъ вели- 
чинъ, которая была бы положительною при всякихъ значешяхъ этихъ величинъ. 

Это требуетъ, чтобы величины коэфищентовъ упругости удовлетворяли н'Ькото- 
рымъ услов1ямъ, число которыхъ при отсутств1И С9мметр1и въ строеюи можетъ дости- 
гать шести; эти уаовхя таковы **): 



Л>0, 



Л,, В, 

5з, Лз 



>о, 



^П ^8? В 



2 






> О, И Т. д. 



Въ случа'Ь кубической изотроши эти услов1я будутъ: 

Л > О, Л«— В» > О, ^»— З^В^ч- 25» > о, в > 0. 



Въ случа'Ь полной изотроши, если вм^^сто А подставимъ 20 -^Ву то, на осно- 
ван1И четвертаго услов1я, найдемъ изътретьяго, что должно быть 26^ -ь ЗВ > 0; пер- 



*) Стр. 786 кинетической части курса аналитической механики. 
**) Всякая однородная Функщя втораго порядка отъ ско^и>киxъ бы то ни было велвчнвъ 



X I . Ха а • • • Шял • 



I* •*'2> 



П' 



•зги *=т 
••=1 к=:1 

можетъ быть, какъ показалъ Якоби, приведена къ сл^^дующему виду: 






Щ* 



ТУ 2 



Р4—1Р4 



Рп— 1 Рп 
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вое и второе услов1е (которыя получать такой видъ: 2б-н5>0, 6^-#-^5>0) тогда, 
при положитедьныхъ (? и 20-н 3^9, будутъ удовлетворены и подавно. 

Такъ какъ ЪВ = Е — 2К и в = Я", то условгя устойчивости изотропнаю 
ттьла требуютъ^ чтобы оба модуля К и II {твердости и союимаемости) были 
полооюительными. 

Если коэфищенты упругости удовлетвордютъ условшмъ устойчивости, то при 
закргьпленной поверхности и при от^тствги объемныхъ сила тгьло можетъ на- 
ходиться только вь одномъ внутреннемъ состоянги равновтьсгя. Чтобы уб'Ьдиться 
въ этоиъ, положимъ, что существуютъ два таБ1я состояшя дефориащи, одно, при ко- 
торомъ щ V^ и?, г Е д суть : 

(«Х, (^Х, Ип (61)1, (еД, Ы1 

и другое, при которомъ он* суть: 

И, Н» Из» (Оз» (^3)2. Ыз; 

на поверхности т'Ьла 06*6 системы значен1й тождественны. 

Означимъ черезъ и\ ь\ и?\ е/,....^з' разности ихъ, т. е.: {и)2 — {и\9 
{и\ — («;)^,. . . .ит.д. 06*6 системы величинъ в, д должны удовлетворять уравнен1ямъ 
равнов'Ьс1я, а потому разности ихъ должны удовлетворять уравнешямъ: 



дN^' 
дх 


"*" 


дТ^' 


а Г/ 

"•" де ' 
дх ^ 


= 0, 

ду 


а Га' 
дх "*" 

■ д» "" 


дN^' 
ду 

= 0, 


■*" 


дТ^' 
дУ 



О, 



гд4 -А/^', ^^^а^ . . . Гз' есть то, во что обратить -Л/^, -ЛГа, Т^ черезъ зам*ну вели- 
чинъ 6^ , е^,. . . .^3 величинами &^\ г^^ . . . ,д^. 

Помноживъ первое изъ этихъ уравнешй на с^", второе на ь\ третье на и)\ взяв> 
сумму, помножимъ на элементъ объема и возьмемъ интегралъ по всему объему; произведя 



гд-^ Р1 и Щ суть сл^Ьдующ1е определители : 



!>• = 



^11 > ^121' •••^1< 



^12» ^22»* • • •%• 



«II» «2<» ««I 



^1 = 



«1Р ^12» • • • • «1>»— I» 



2 аа?! 



«12» ^» 



«2»<— 1> Т 



1 дГ 



2 аа;. 



2 



«II» «21» 



1 у 



См. статью: ОЬег еше е]етеп1аге ТгапзГогшаНоп е1пе8 шВегп^^ аиГ ]ес[е8 уоп 2^е1УапаЫеп- 
8у81ете11 Ипеагеп апЛ Ьото^епеи АавАгаскв. Въ ^асоЪ^'8 ^еваттеНе "^егке, Вапд III, 8. 583 — 690. 
Изъ этой Формулы видно, что/ будетъ положительною при всяк^1хъ о?!, а?2>* * * •^» есл&: 



Р1 > О, 1?2 > о, р^ > 0. 
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зат'Ькъ преобразоваше интеграювъ по формуланъ § 1 и принявъ во внижаше, что 
на поверхности у!^ V' и го равны нудю, получикъ сл'Ьдующ1й результатъ: 



№ 



(2^/г/-4- Н^чг^ NX^ 2 (Г/9> Т^^д,'-^ Т^д^)) АО = О, 



или, что то 26 самое: 

2 [[[ф^ (^п Ч. <^ 2^/, 2^/, 2.9/) ЙО = О 

Но фз в<^1'ь Бвадра.тичная фунБц1я, которая при услов1И устойчивости не иожетъ 
быть отрицательною, поэтому интегралъ можетъ быть равенъ нулю неиначе, какъ если 
^\9 ^2? ^3^ Яху 9^у 9г равны нулю во всемъ т-Ьл*; следовательно двухъ различныхъ 
С0СТ0ЯН1Й внутренняго равнов'Ьс1я быть не можетъ. 

При д'Ьйствш же вн'Ьшнихъ объемныхъ силъ и при свобод'Ь наружной поверхно- 
сти, т'Ьло, подверженное вн'Ьшнимъ напряжен1ямъ, можетъ имЪть и неустойчивый со- 
стояшя деформащи и можетъ им'Ьть н^скольео положешй равнов'Ьс1я. 



VIII. 

Н-Ькоторые примеры рЪшетя вопросовъ о равнов'Ьс1и изотропно -упругаго тЪла. 

$ 44. Однородный изотропный цнлиндръ, подаергаеный продольному 
растяжен1ю ын сжат1ю. 

Начнемъ съ изложешя прост^йшаго примера, въ которомъ задается деформацхя 
гЬла. Этотъ прии'Ьръ уже отчасти былъ разсмотр'Ьнъ въ § 37-мъ. 

Предположимъ, что изотропное т&ю есть призма или цилиндръ, неподверженный 
объемнымъ силамъ, а тольео поверхностнымъ напряжешямъ, всл^Ьдств1е д'Ы1ств1я ко- 
торыхъ точки его получили сл'Ьдуюпця перем'Ьщешя : 

гдЪ а,Ъу с — величины постоянный. Предполагается, что ось Х-овъ параллельна 
длин^Ь призмы. Требуется опред'Ьлить, БаБ1Я напряжен1я должны быть приложены еъ 
поверхности призмы. 

По формуламъ (175) стр. 103-й найдемъ, что напряжешя Т^, Т^, Т^ будутъ 
равны нулю, а Л^,, ^2? -^8 таковы: 

если предполагать предварительное напряжен1е 2^^ равнымъ нулю. 
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По форхулаиъ (170) стр. 100-й мы навдемъ, что къ основашяиъ призиы, гд'Ь 
С08 (пХ)= ± 1, должны быть приложены рормальныя напряжешя: 

ч 

Р^= -*- {2Ка -ь ВО), Р,= — (2Ка -н Вв). 
Бъ боковой хе поверхности должны быть придохены сх^дующ1я напряхепя: 
У = {2ЕЬ -н Вв) С08 (пУ), 2= (2Яс -ь Вв) сов (п^). 

1 ) Если т'Ьло ин'Ьетъ видъ пряиоугольнаго параллелопинеда (грани котораго па- 
раллельны плосвостянъ воординать), то къ гранямъ его, перпендивулярнымъ въ оси 
У-овъ, должно приложить равном'Ьрное нормальное напряжете ^ = 2КЬ -4- ВО на 
единицу поверхности, а къ гранямъ перпендикулярнымъ къ оси ^-овъ равном'Ьрное 
нормальное напряжете Н=2Ксч-В0 ев^ единицу поверхности. Кубическое расши- 
рете, получаемое при атомъ единицею объема т'Ьла, опред'Ьлится изъ равенства: 
Р-ь ^ -4- Я= (2]?-«- ЗВ) в и окажется равнымъ: 

■ 

'^ зв 

2) Если мы зададимъ, что Ъ=с, щ при всявомъ видЪ поперечнаго с^Ьчен1я ци- 
линдра или призмы, на боковую поверхность ея должны дМствовать нормальный виЬш- 
тя напряжен1Я ^ = 2КЬ -#- Вв, гд* ^ = а -*- 2Ь. Подъ вл1ятемъ продольныхъ 
напряжетй Р и поперечныхъ напряжен1й ^у единица объема вещества т'Ьла получить 
кубическое расширен1е: 

Зд^Ьсь между прочимъ зам^тимъ, что если ко всей поверхности лризмы будетъ 
приложено равномерно нормальное напряжете Р (т. е. если ^ = Р), то получится 
кубическое расширен1е (Р : В)\ если будетъ приложено нормальное напряжете Р только 
къ каждой единице бокевой поверхности, то получится кубическое расширете: 
(2Р:З^К)и, наконецъ, если будетъ приложено нормальное напряжете Р только къ 
основатямъ призмы, то получится кубическое расширете (Р:322). 

$ 45. Кручен1е прнзнъ. 

Вопросъ о равнов'Ьс1и призмы, подвергнутой закручиватю вокругъ продольной 
оси ея, былъ р'Ьшенъ Санъ-Венаномъ'*') при сл'Ьдующихъ предположетяхъ: 

1) что объемныя силы не дЪйствуютъ на призму, 

2)что1« = — а0у^V = а^^x^ т. е., что различный сЬчетя призмы закручи- 
ваются вокругъ продольной оси ^-овъ на углы, пропорцюнальные ^: (а — постоянная), 
но что проэкщи с'Ьчен1й на плоскость X У не искажаются, 



*) Бе 8а!п1;-У епап1;. 8аг 1а 1ог810п дев рпашеа, атес дез сопаШгаНопв аиг 1еаг Яех1оп, ахоз! 
^xxе ваг ГёдшИЬге ш1ёпеаг дез 8о1Иез ё1а8^^^ае8 еп ^ёпётаХ, еЬ ]е са1си1 де 1еаг г4818(апсе 21 дкегз 
еШ>г18 з'ехег^ап! 81та11а11бтеп1;, 1855. 8ауап18 ё^гап^егз 1оте XIV. 

9 
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3) что на боковня поверхности призян вв'Ьшвгл напряжешя не д'Ьйствуютъ; 
призма получаетъ кручеше только всл'Ьдств1е дЪйствхя закручивающихъ напрягенШ, 
приложенныхъ къ ея оконечностямъ. 

При атихъ првдположбн1яхъ : 



а потому: 



л ^ ^^ ^^ '* л ^ 



б/ = 9з, 2(?,= ^ ■+- ах, 2д^= ^ — лу, 2д,= О 



•2^,= (ЛН-1ЛГ)Й', Т.= 0. 



Уравнеюя внутренняго равнов'Ьс1я будутъ сл'Ьдующ1я: 



(^-|)а = 0,(«-|)5, = (210) 

(л*|я)5|н-к(5-.^)=о (?Ц) 



Изъ уравнешй (210) сл'Ьдуетъ, что 



1Ш}=а 111) = 






дх ^ ду 



дю 



т. е., что производная отъ гс; по ^ есть фунвщя одного только я; пусть ^ = /*(^). 
Эти же саиня уравнен1Я иожно еще представить и такъ: 

1Ш-0 'М-о. 

дм ~^' дш ~^' 

ч 

это значить, что частння проязводння отыс? по гг; и по ^ суть фунвщи отъ о; ж 2^ не 
завлючаюлця г, поэтому сумма втор&хъ пронзводннхъ отъ и^ по я? и по у есть также 
функщя отъ х^ у; означимъ ее черезъ 9 (гг, у). 

Следовательно уравнеше (211) будетъ им*ть такой видъ: 






и это равенство должно бнть справедливо для всЬхъ х^ у^ а относящихся ко всЬмъ 
точкамъ призмы, а между т'Ьмъ первая часть его заключаетъ только я, вторая же — 
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только X и у, поэтому об'Ь части равенства должны быть равны одной и той хе по- 
стоянной; пусть {"(г) == 2(7. 

Отсюда сл-Ёдуеть, что /"(-г) = 2(7-г -*- 1), гд* 2) другая постоянная. 

Составимъ теперь выражешя напряженШ^ дЪйствующихъ на какую либо пло- 
щадку, нормаль которой составляетъ съ осями координатъ углы, им'Ьющ1е коси- 
нусы: \, |Л, V 



Х_^В^Л^к{р^-ау)., 



п ^ дг 



у,=в^.^^к{^^^у. 



■ ■ (212) 



г.=^((ё— '!')^-(|;-*-Н|')-(«-тя)г»- 



I 

Прим'Ьнимъ первыя два изъ этихъ равенствъ къ площадкамъ боковой поверхно- 
сти призмы; такъ какъ для этихъ элементовъ V = О и напряжешй на дяхъ быть не 

должно, то получимъ требован1е, чтобы -^ т. е. /*(^) было равно нулю при всякихъ г; 

это требуетъ, чтобы Си В (|!ыли равны нулю. 

Третье изъ равенствъ (212), прим'Ьненное къ элементамъ боковой поверхности, 
дастъ равенство: 

(^-ау) С08 {н,Х)-*-(^ч-ах) ш («, У) = 0, (213) 

(гд% н — наружная нормаль къ боковой поверхности), которому ю должно удовлетво- 
рять на боковой поверхности, или, говоря иначе, на контур'Ь поперечнаго с^кчешя призмы: 
Теперь зам'Ьтимъ, что на основан1и всего вышесказаннаго : 

6^= О, 52= О, 68= О, б? = О, 2(/8= О, 

т. е. , растяженгй параллельно осямъ нтьтЪу а потому нмпъ и 9субическаго рас- 
ширенгя; нгьтъ также сдеиговг параллельно плоскости ХУ. 

Изъ шести напряжешй ^^ и Т неравны нулю только два Т^ и Т^.^ Перем'Ьщен1е 
га есть функщя отъ п; и ^, удовлетворяющая дифференщальному уравнешю съ част- 
ными производными втораго порядка: 

г^^ = (214) 

ВО вс^^хъ точкахъ площади с^^чен^я и дифференщальному уравнешю съ частными 
производными перваго порядка (2 1 3) на контур'Ь с'Ьчен1я призмы. 

Дифференщальному уравнешю (214) удовлетворяютъ дМствительная и мнимыя 
части всякой функщи отъ комплексной перем^Ьнной {х -н уг). Возьмемъ мнимую часть 
какой либо такой функщи за ьо, а д'Ьйствительную часть означимъ черезъ ф, т. е., 
пусть: 

1'{Х'^уг) = ^ {х, у)ч-т{х^ у), 

гд4 Р произвольная функц1я. 

9* 



г::<^чт? 



<;.• *''>Г* 










1'^ ■■■■»■ 
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Бакъ известно, оо свойству фунвцШ отъ комплексной перем'Ьнной: 



дю 
дх 



дф дго дф д*«; д% 



О, 



д«ф д«ф 
да;* ду' 



= 0. 



Такъ какъ функщя го на контур'Ь с^^чешя должна довлетворять уравнешю (2 1 3), 
1*0 функц1я ф на тоиъ же контуре должна удовлетворять ел'Ьдующеиу днфференц1аль- 
ноиу уравнешю: 

-(|-*-ау) С08 («,Х).^(^^н-оиг) С08 («, У) = 0. 

Означимъ черезъ б направлеше по контуру сЬчешя, означенное на чертеже 
22-иъ оперенною стр'Ьлкою, и условимся подъ этою буквою понимать также направле- 
шя касательныхъ, проведенннхъ изъ точекъ' А контура къ его обводу въ такую сто- 
рону, чтобы направлен1е касательной расположено было относительно направлен1я нор- 
мали и такимъ же образомъ, какъ положительная ось У-овъ расположена относительно 
положительной оси Х-овъ. 

При этомъ услов1и очевидно существуетъ сл']^дующая зависимость между косину- 
сами угловъ, составляемыхъ направлешями нормали и касательной къ контуру съ осями 
Х-овъ и У-овъ : 

С08 («, X) = С08 (5, У)=%, С08 («, У) = — С08 (в, X) = — ^ . . (215) 

Поэтому предыдущее уравнен1е, которому ф должна удовлетворять на контур'Ь, 
можно представить такъ: 




«>')-^-(ё-««)т.=о. 



ИЛИ же, если представить себ'Ь, что координаты точекъ контура выражены въ функщи 
отъ 8у то это уравнеше можно будетъ представить такъ: 



л(ф 



а$ 






гд* г^=(х?ч-у^. Отсюда сл-Ьдуетъ, что на контур* с'Ьчен1я функц1я ф (л?, у)-4-^ (ж^-нз^) 
должна быть равна н^^которой постоянной; пусть С есть эта постоянная. 

Означимъ функщю ф -+- ^г^ для краткости черезъ ср {х, у) или просто черезъ ф. 

Напряжетя Т^ , Т^ выразятся въ производныхъ этой функщи : 

и поэтому формулы (212) получать теперь сл'Ьдующ1й видъ: 
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Разсиотримъ распред^Ьлен1е напряжешй па площадки, проведеппыя черезъ какую 
угодно точку М призмы. 

Проведемъ черезъ эту точку поперечное сЬченхе призмы. 

Какова бы ни была функц]я 9 (^1 у)^ всегда можно провести черезъ М въ пло- 
щади с'Ьчен]я кривую, выражаемую уравнешемъ: (р (а:, у) = постоянному; къ этой 
кривой черезъ точку М возстановимъ нормаль п^ въ направлен1и, опред'Ьляемомъ ве- 
личинами сл'Ьдующихъ косину совъ: 



С08(П1,Х) = |2^. С08К,У) = |§, 



гд-Ь Т есть полозБительная величина, а именно : 



^= ^УЩН%1- ■^^>^- 



На площадку, им^Ьющую нормалью п, , т. е. на площадку касательную къ выше- 
сказанной кривой и притоиъ параллельную оси ^'-овъ, будетъ действовать напряженте 
равное нулю, какъ видно изъ формулъ (2 1 2 &($); следовательно мы им1^емъ зд^сь одинъ 
изъ т^хъ случаевъ, которые разсмотрФны были въ параграфе 31 -мъ, когда одно изъ 
главныхъ напряжен1й равно нулю. 

Вышесказанная площадка, касательная къ цилиндрической поверхности (р {х^ у) 
= С0П81;., заключаетъ въ себе две друг1я главныя оси напряжешй въ точке М. Про- 
ведемъ направлен1е ^^ , касательное къ кривой ф = сопз! въ точке М и притомъ въ 
такую сторону, чтобы было: 

сов («1, X) = — сов (п^, У)= ^, соз («1, У) = сов (п^, X) = ^. 

Возьмемъ теперь за направлен1е п^ такое, которое составляетъ съ осью 2Г-овъ и 
направлешемъ з^ углы въ 45^; косинусы угловъ,' составляемыхъ этимъ направлеюемъ 
съ осями координатъ будутъ равны : 

С08 КУ) = ^ С08 (5„ У) = ^-^=-|.§, С08К^ = ^.; ' 

по формуламъ {212, Ыз) окажется, что на площадку, имеющую нормалью п^, будетъ 
действовать напряжен1е, имеющее следующ1я проэкцш: 



Х(п,)=-А|=ТС08(ПзХ), 
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это эначвтъ, что направлеше п^ есть главная ось наиражен1я въ точк'Ь Ж, соотв']^т- 
ствующая нормальному натяоюеигю Тна площадку нерпендикулярную еъ п,. 

Если хе возьмемъ площадку еъ нормалью п,, наклоненную къ оси Л-овъ подъ 
угломъ въ 45^, а къ направлен1Ю я, подъ угломъ въ 1 35°, то найдеуъ, что это на- 
правлеше Пз есть направлеше другой главной оси, соотв'Ьтствующей нормальному да- 
вленью на площадку перпендикулярную къ п, . 

Пусть 1В[аправлен1е п^ , изображенное на чертеж'Ь 23-мъ, есть направлеше нормали, 
возстановленное къ кривой ф = 6* изъ точки М въ сторону возрастающихъ значен1Й С7, 
тогда 5^ направлено такъ, какъ изображено на чертежахъ 23-мъ и 24-мъ. Направле- 
Н1Я ЖПз и Жп/, изображенный на чертежЪ 24-мъ, будутъ направлен]ями главныхъ 
натяжешй, а направлен1я Мп^ и Мп^ — направлен1ями главныхъ давлен1Й. 

Если точка М есть одна изъ точекъ А боковой поверхности призмы, то кривая 
Ф = (7 есть самый контуръ с'Ьчешя и направлен1е п^ есть направлен1е н наружной 
нормали къ контуру; тамъ, на наружной- поверхности, главное натяжеше и давлеше 
заключаются въ касательной плоскости къ боковой поверхности и притомъ, такъ какъ 
5^ направлено въ сторону закручиван1Я призмы, то главная ось натяженхй п^ направ- 
лена въ ту сторону, куда наклоняются при кручен1и волокна, бывш1я параллельными 
оси призмы. 

Такъ какъ главный напряжен1я суть равныя между собою натяжен1я и давлешя, 
то эллипсъ напряжен1й есть кругъ, а кривыя направленгй — равнобочныя гиперболы. 

Площадки, нормальный къ поверхности ф = С и проведенный черезъ касатель- 
ную $1 , а также и тк нормальный къ поверхности ф = С площадки, которыя парал- 
лельны оси 2-оъъ, испытываютъ тангенщальныя напряжешя величины Т. На чертеже 
25-мъ изображены: кругъ напряжешй точки Ж, гиперболы направлешй нормалей пло- 
щадокъ, испытывающихъ натяжен1я (сплошною чертою) и гиперболы направлешй нор- 
малей площадокъ, испытывающихъ давлен1я (пунктиромъ). Бром'Ь этого стрелками 
изображены направлешя тангенц1альныхъ напряжешй д'Ьйствующихъ на части веще- 
ства, прилежапця къ ассимптотическимъ площадкамъ. 

Величина Т можетъ им'Ьть различный величины въ различныхъ точкахъ одного 
и того же сЬчешя и въ различныхъ точкахъ одной и той же кривой лиши ф = С 

На основан1и шжесл^дующей теоремы можно показать, что Т можетъ им'Ьть 
наибольппя значен1я только на контур'Ь сплошнаго с'Ьчен1я призмы. 

Теорема. Если ф (х^ у) есть сплошная функщя внутри площади, ограниченной 
замкнутымъ контуромъ, то: 

//(0 - &')«^ =/й * (21*) 

гд'Ь лЪвый интегралъ распространенъ по всей площади, а правый взять по всему кон- 
туру въ такомъ направлен1и, идя по которому будемъ им'Ьть площадь по правую руку; 
производная отъ /* по п им'Ьетъ сл'Ьдующее значеше : 



|^ = ||со8(п,:Х)-*-|соз(«,У); 



зд'Ьсь п есть наружная нормаль. 
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Эта теореиа иожетъ быть доказана при помощи формулъ преобразованзя (1 6, а) 
и (16,6) § 10-го, орик'Ьнивъ ихъ къ объему прямаго цилиндра, ии'Ёющаго основа- 
Н1биъ ту площадь на плоскости ХУу объ которой идетъ р'Ьчь въ доказываемой тео- 

рем^Ь, а высотою — какую либо длину Ь. Подставимъ въфориул'Ь (16,а) ^ вм'ЬстоД 

а въ формул'Ь (1 б, &) производную ^ вместо /*; такъ какъ ф есть функцгя отъ о; и у, 

то можно будетъ въ об^Ьихъ частяхъ обоихъ равенствъ произвести интегрироваше по 
л отъ нуля до А и затЬмъ сократить на Н обЬ части равенствъ. По слохеши равенствъ 
мы тогда и получимъ формулу (215). 

При такомъ доказательств'^ этой теоремы остается повидимому невыясненнымъ, 
почему направлен1е 8 должно считать положительнымъ въ указанную выше сторону. 
Это обстоятельство объяснится, еслипримемъ въ разсчетъ, что площадь ЛЗ въ форму- 
лахъ (16) есть величина положительная и проэкщя ея на плоскость УЛ, т. е. с1уЛа 
есть также величина положительная когда нормаль п составляетъ острый уголь съ 
осью Х-овъ. Въ настоящемъ случа'Ь площадь Мз должна быть величиною положи- 
тельною и проэкщя ея на плоскость У2у т. е. Му должна быть величиною положи- 
тельною, когда нормаль п составляетъ острый уголъ съ осью Х-овъ; стало быть при 

С08 (п, X) болынемъ нуля отношеше ^ должно быть положительнымъ, а это можетъ 

быть только тогда, когда направлен1е в считается положительнымъ въ сторону, озна- 
ченную оперенною стрелкою на чертеже 26-мъ. 

Изъ равенства (215) сл'Ьдуетъ, что если сумма вторыхъ производныгь функщи^ 
им^етъ положительный значен1я во всЬхъ точкахъ площади, ограниченной какою либо 
замкнутою кривою лин1ею, то 



I 



й^^>о, 



гд^ интегралъ распространенъ по контуру этой кривой въ такомъ наиравлен1И, какъ 
объяснено выше. 

Если ф {Ху у) есть сплошная фупкщя внутри некоторой площади, имеющая въ 
какой либо точк^ ея В наибольшее значен1е, то всегда можно окружить эту точку В 

такою замкнутою кривою лин1ею, во всЬхъ точкахъ которой производная ^ им']^етъ 

величины отрицательный; для этой замкнутой кривой лин1и: 



/ 



й^«<0- 



Следовательно, если во ьаЬхъ точкахъ площади, ограниченной замкнутымъ кон- 
туромъ, сумма: 

дх^ "*" ду2 

им'Ьетъ положительный значен1я, то функщя ф не можетъ им^^ть шаххтит'а внутри 
этой площади. 
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Составимъ внражен1е для суммы вторнхъ производныхъ отъ Р; окажется^ что: 



дх^ ■ 


дуз 


г ^^ Цд»»; \^*^/ 


таЕЪ какъ: 








»> 


()3ф ^Зф ^Зф ^Зф 

дх^ ' дхду* ^ дх^ду ' ду» 


равны нулю потому что: 




^Ф . ^*9 о- 

'дх« "^ д5* — ^*- 



(217) 



Изъ того, что сумма вторыхъ производныхъ отъ Т^, какъ видно изъ (21 7), есть 
величина положительная, сл'Ьдуетъ, что Т^ не можетъ ям-бть таххшиш'а внутри пло- 
щади с^чешя, ограниченной замЕнутымъ контуромъ. Поэтому наибольшее значенге 
Т^ находится гдть либо на контурть сгьченгя призмы, 

Такимъ образомъ мы видимъ, что опаснтьйшгя мтьста, въ которых^ шатен- 
цгальная сила Т достигаешь наибольшей величины^ могутъ находиться только 
на боковой поверхности призмы. 

Поверхность йаждаго поперечнаго с^Ьчен1я призмы, бывшаго плоевимъ при пред- 
варительномъ соетояши призмы, въ деформированномъ состояши выразится уравне- 
н1емъ, которое получится по исключеши х яу изъ трехъ равенствъ : 

х = х — ау.8г, у = у -♦- (хжг, 2 = я -ь «I? (а?, у), 

А если взять новыя оси 2 и Т, повернувш1яея на ничтожно -малый уголь аг 
вм'Ьст'Ь съ с^Ьчен1емъ, и пренебречь высшими степенями а, то уравнеше будетъ: 

Поверхность эта антикластическая во всЬхъ своихъ точиахъ, то есть полная 
кривгина во всЬхъ ея точвахъ отрицательная. 

Въ самомъ д'ЬлФ, произведеше рад1усовъ кривизны В^ и В^ главныхъ нормаль- 
ныхъ сЬчешЙ какой либо поверхности 2^=/* (о;, у) выражается, какъ изв'Ьстно, такъ: 



В^В^= 



г« — в* * 



гд*: 



^_^ а-^ г-^ 8--^ {-^ ' 

Р~дх' ^~ду^ ^~дх^^ ^~дхду^ ^ ~ д^* 



Вънастоящемъ случай /*= м^ (я:, у) и < = — г, а потому выражен1е произведе- 
Н1Я В^В^ будетъ им'Ьть знаменателемъ величину отрицательную, а именно: ( — (г^-ь5^)). 

Для того, чтобы сообщить завручиван1е призм'Ь, надо приложить къ элементамъ 
оконечностей ея сл'Ьдующ1я напряжен1я: 



Освоваше' призмы, на кото- 

РОИЪ С08 (н2) а= -Ь 1. 



Основавхе призмы, ва кото-' 
ромъ соа (я^ гв — 1. 

Х=— Та, У^ — Т^, 2=0. 
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Главный ионентъ вокругъ оси 2-оъъ тангенщальныхъ нааряжен1й, которыя 
должно приложить къ концу соз («, 2Г) = -♦- 1 , будетъ равенъ : 

^=к^^(xр^-*-у^)аxау, (2-18) 

гд^Ь интегралъ раепространенъ по всей площади основан]я. 

Такая же совокупность прямо-противоположныхъ напряжен1й должна быть при- 
ложена къ другому основан1ю призмы. 

Бее вышесказанное прим^^нимъ къ сл']^дующимъ прим'Ьрамъ и частнымъ случаямъ. 

1 . Возьмемъ 2^ (а; -+- уе) = -4 (ж -н уг)^у гд* А постоянная; тогда го = 2Аху^ 

Уравнеше контура: 

гд'Ь В другая постоянная. Это уравнен1е есть уравнен1е эллипса съ полуосями а тЪ 
если: 

0» = -^-, Ъ^= 



2 2 



Опред'Ьливъ отсюда Аъъ а^ атЪ е подставивъ въ ф, найдемъ: 

^=2аК^^'-^^^аxау = Ка.^ (219) 

а есть уголъ кручен1Я на единицу длины цилиндра; если I есть длина призмы, то 
уголъ 0у на который закрутится цилиндръ закр^^пленный на одномъ конц^к и подверг- 
нутый закручивающимъ силамъ, приложеннымъ къ другому концу и им'Ьющимъ мо- 
кентъ X вокругъ оси ^-овъ, будетъ равенъ : 

ОпаснМш1я точки будутъ на контур'Ьу а именно тамъ, гд'Ь 

ии^етъ наибольшую величину; В означаетъ разстоян1е отъ центра эллипса касатель- 
ной, проведенной къ нему черезъ точку {Ху у) его контура. Величина Т наибольшая 
такъ, гд'Ь В наименьшая, т. е. на концахъ малой полуоси. 
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Вдоль по производдщинъ, проходящихъ черезъ концы малнхъ осей поперечныхъ 
сЬченШ эллиптическаго цилиндра, тангенщальное срезывающее напряхеше тгЬетъ 
наибольшую величину ч'Ьиъ гд'Ь либо въ другихъ частяхъ цилиндра; таиъ оно равно: 

ЗлЙГ -т» — г-' 

Если начнетъ происходить разрушен1е скручиваемаго цилиндра, то оно начнется 
съ расщеплен1я вдоль по этииъ производящииъ. 

Чтобы дать понят1е о вид^Ь искривленной поверхности с'Ьчен1я цилиндра, опре- 
д'Ьлииъ видъ кривыхъ ЛИН1Й, образующихся на перес'Ьчен1Яхъ этой поверхности съ 
плоскостями, перпендикулярными къ оси призмы; эти кривыя называются топографи- 
ческими лишями. 

Перес'Ьчен1е поверхности 2 — ^аг = 2Л^Г1 плоскостью 2 = ;8г, проведенцою черезъ 
центръ эллипса, будетъ состоять изъ двухъ прямыхъ: 71 = 0, 5 = 0, т, е. осей 
эллипса (черт. 27); 

При (2 — я), равныхъ положительной величине %, получаемъ равнобочную ги- 
перболу: 

расположенную въ угдахъ ТЕ и ТН (черт, 27), 

При (г — ;8г), равныхъ отрицательной величий'Ь ( — А), получаемъ равнобочную 
гиперболу: 

расположенную въ квадрантахъ ЁТ и ЕГ. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что площадь искривленнаго с'Ьчен1я, разд'Ьляемая главными 

дтаметрами 22 и ТТ эллипса на четыре сектора, выпукла къ положительной оси ^-овъ 

въ секторахъ 2Т и Т2 и вогнута въ двухъ остальныхъ. На чертеж'Ь 27-мъ изобра- 
жены сплошными гиперболами топографическ1я лин1и выпуклыхъ секторовъ и пунктир- 
ными — так1я же лиши вогнутыхъ секторовъ. 

ВсЬ кривыя 9 =: О суть эллипсы, подобные наружному. 

2. Возьмемъ ^Р=-4 (я:-«-у|)'; тогда: 

Контурами могутъ быть всяк1Я кривыя, выражаемый уравнешями : 

/*С08 3<9-н^г2=С. 

По форм'Ь этого уравнен1я легко вид'Ьть, что каждая изъ такихъ кривыхъ им^^етъ 
одинаковые рад1усы векторы при аргументахъ (9, б? ч- — , ^ -♦- ~, гд* О есть какая 
угодно величина, при которой г им'Ьетъ Д'Ьйствительное значеше. 
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Если взять за С следующую величину : 



0=4^, А = ^, 



то уравнеше контура можно будетъ представить тавъ: 



уЗ сов» б? — Ш — I г^ 608 ^н- А ^= о, 



потому что С08 3^ = 4 С08^ о — 3 С08 в\ затЪмъ такъ: 






гд-Ь а; = г С08 д, у = г 8т ^. Теперь уже видно,' что первая часть атого уравнен1Я 
разлагается на три линейные множителя, а потому нонтуръ состоитъ изъ трехъ пря- 
мыхъ лин1й: 

ь^ х_ уЪ л^ х^ У^ ъ_ 

* 

образующихъ равностороншй треугольнякъ аЬс (черт. 28), высота Еотораго равна Н. 
Внутри площади атого треугольника: 



такъ какъ на контуре : 



Ь = гаГ(^м-А^С08 3<9)й<9; 



г»со8 8<У = 4(-=-) — йг« 



=44)" 



И такъ какъ зат'Ьмъ можно положить г = (А : 3 со8 ^) и интегрировать шесть разъ въ 
пред'Ьлахъ отъ ^ = О до ^ = |-, то получимъ : 



^=^|(г=Ь-ё^м) "«=1^ (т 



Отсюда, по величин'Ь момента завручивающихъ силъ, опред^Ьлимъ уголь закручи- 
вашя а на единицу длины. 
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Напряжешя выразятся тавъ: 



Гз= § 2 {Ьху - Ьу), Г,= § (За?- Зу^-ь 2Щ 
Т2= ^* [4А^-*- 9г*-ь 1 2Л (а;'— За^]. 

Всл'Ьдств1е существующей между хш у завис^пости на контур']^, Т выразится на 
нЬнъ такъ: 



^=§(т*'-3'^> 



Это внраже|н1е будетъ наиболыпнмъ при 9г^= Л', то есть въ серединахъ реберь, 
ткЪ 2Т= КаЛу и равно нулю въ вершинахъ треугольника. 

Уравнешя топографичесвнхъ лиши — сл^Ьдующ1я : 

1^ 8ш 3^ = сопз!;. 

Лишд г^ В1П 3^ = О состоитъ изъ шести биссекторовъ угловъ. Выпуклые сек- 
торы чередуются съ вогнутыми (см, черт. 28). 

Уравнешя вривыхъ <^ = Сх,^у гд'Ь х^ не бол^Ье единицы, а (7 равно (4%': 27), 
можно представить тавъ: 

ЛЗ 27 А 27 



гЗ 4x2 г 4x2 



С08 3^ = О 



и зат^^мъ р'Ьшить относительно г; для этого полохимъ: 

н 8 

у = ~ С08 о, 

тогда изъ уравнен1я окажется, что со8 Зо = х со8 3^, а потому уравнен1е каждой 
кривой, на которой х им']^етъ постоянную величину, меньшую единицы, можно написать 
такъ : 

Лх 1 



3 1 

соз -^ (агс С08 (^ соз 36)) 
о 



Каждая изъ этихъ кривыхъ есть замкнутый контуръ вида, изображеннаго на 
чертеже 29-мъ; для каждаго изъ этихъ контуровъ задача о кручен1И иожетъ быть р'Ь- 
шена также какъ и для треугольника. 

3. Возьмемъ Р=Л {х-^ уг)^. 

ф = Аг^ соз ^0 = А (ж*— 6ж2?/3-«- У), 
и;= Аг^ 8Ш 4^ = 4Л {а? — у^) ау, 
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положимъ 2Л равннмъ ( — ал) и разскотринъ различные виды заикнутыхъ контуровъ, 
вырахаемыхъ равенствами: 

Еогда {20: и) положииъ равныиъ (1 — а). 

Р'Ьшивъ это уравнеше относительно (1 : г), мы получииъ схЬдующее выражеше: 



/2 



^^^=У\ ± V 1 _ 4а (1 —а) ш^О (222) 



Если а есть положительная дробь не большая единицы, то (1 — а) будетъ вели- 
чина положительная, произведенге 4а (1 — а) будетъ дробь меньшая единицы, потому 
что 1 — 4а (1 — а), равное (1 — 2а Д есть величина положительная; поэтому выра- 
жеше (1 — 4а (1 — а) со8 4б?), которое йазовемъ черезъ Р®, будетъ положительнымъ 
для всЬхъ аргументовъ 0. 

Вм'Ьст^ съ т'Ьмъ очевидно, что при такихъ значен1яхъ а выражен1е Р получаетъ 
значен1я больш1я единицы для всЬхъ т'Ьхъ угловъ, при которыхъ соз 4^ < 0. По- 
этому вс^Ь Бривыя этой Батегор1и им'Ьютъ замкнутую часть, выражаемую равенствомъ 



У2(1-а) _у ^ ^ р 



И незамкнутня части, выражаемыя равенствомъ. 



V 2 (1 — а) 



= У 1 — Р. 



Замкнутый части этихъ кривыхъ пересЪкаютъ с/си Х-овъ и У-овъ въ сл'Ьдую- 
щихъ разстоян)яхъ отъ начала координатъ: гЬ, для которыхъ а не бол^^е 0,5, въ 
разетояши г= 1, а т4, для которыхъ а бол'Ье половины, въ разстояшяхъ равныхъ 

(У Ь=Г^ : Уа). 

При а равномъ нулю, замкнутая часть кривой есть кругъ рад1уса равнаго еди- 
ниц'Ь. Замкнутыя кривыя для параметровъ а отъ О до 0,5 (н'Ькоторыя изъ нихъ изо- 
бражены на чертеж^Ь 30-мъ) всЬ проходятъ черезъ точки перес'Ьчен1Я этого круга- съ 
осями координатъ. Кривая, соотв^Ьтствующая параметру а = 0,4, пересЬкаетъ напра- 

влешя ^ = ±45° въ разстояшяхъ равныхъ (1 :У2) отъ центра; если построить 
квадратъ, им'Ьющ1й вершины въ вышесказанныхъ четырехъ точкахъ, то окажется, что 
эта кривая (а=0,4) касается къ серединамъ сторонъ его и по своему виду весьма по- 
хожа на него. 

При а равномъ 0,5 замкнутая часть кривой образуется изъ частей двухъ гипер- 
болъ: 

(1 ± У 2) г^ С082 [в - -|-)-*-(1 =|1 У"2) г2 вш^ (в — ^^=1 

съ полуосями: (1ч- У 2) и (У 2 — 1), делящими углы между осями Хт У попо- 
ланъ; эти гиперболы проведены толстою чертою на чертеж'Ь 30-мъ. 
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Если взять а отрнцательвыиъ ( — а,), то Р^ (дудеть полохительною велвчшою 
лля плякихъ в прв такихъ величивахъ а^ , при которыхъ полоквтельное колвчеггво 
I- а,) есть дробь не больвиш едвнвцц; для этого вадо, чтобы а, ' было вв 
У 2 — 1), д^левваго ва два. Заиквутыя частв всЁхъ вривыхъ сътакви! па- 
и рроходятъ черезъ точки перве4чен!я крут г = 1 съ осями координатъ. 
ккнутая часть кривой о = ((1 — У 2): 2) состоитъ нзъ частей двухъ гипер- 

(1 ± у!) со8'= ^ -ь (1 ч1 у!) зш^ (9 = ^^У^ 

ъ кругу г ^ 1 . ' 

жду вриволввейвыиъ четвероугольвикомъ, образуехыяъ этвии гиаерболап , и 

г = 1 заключаются замкнутыя части вс^хъ кривыхъ, параметрн а которнхъ 

ЛЬВЫ, во не нев'Ье параиетра гвперболъ. Крввая съ паражетроиъ а = — 0,2 

етъ наирав.1ен1я 0^-±: 45° въ разстояя1яхъ раввыхъ У2 отъ центра; она 

похожа ва ввадратъ, какъ и кривая а= 0,4. 

а всЬхъ этвхъ занкнутыхъ ковтуровъ 9 выражается орнаковою формулою: 

9 = 1 (а?-ь ^^—а{7^- 6ж»1/^-к у*)). 

ш рад!усъ круга а = равенъ Я, то надо положить О равншгь аВ* (1 — а) 
у на 2 и умножить г' на В?, такъ что уравнвн1е контура должно быть: . 

^1^—г*а соз 4<?= Д* (1 —а) (223) 

(ъ вакъ 

« ^-1 -ь у^ = а (г^ТР- 2аг' соа Ы) 

гь вавручивающвхъ силъ выразится такъ: . 

=Яа I Г(г=Л=— 2ог* соз 4(9) гагйв = Кх Ц^^^?— о *|* соз 4^ йв, 

ть рад!усы векторы точекъ контура, а оото!^: 

!1^ дз _о о! соз 4(9 = ^ (г,^ й^ (1 — а) - '^*) = 
= ^^^ ^_^. я= 1 _ 4а (1 -а) соз 4^. 

1: = ?|_« Л- (1 -а)^ [2|,-^^-|^^,] (224) 

этой фориул1^ должно вычислять л }1,11й давнаго X. 



— 135 — 
Оаасн'Ьйш1я точки ва контуре зд'Ьсь суть т^, въ которыхъ величина: 

Т^= XV (4а\в- 3^•,«^г*-*- 42?» (1 - о)) (225) 

» 

ин^^тъ наибольшее значеше. 

Обратгаъ ЗД'ЬСЬ внимате на то обстоятельство, что въ верпшнахъ четыреуголь- 
никовъ, образуемыхъ гиперболаия, напряжен1е Т равно нулю; въ саиоиъ д'Ьл'Ь, при 

а = 0,5 и для г^= Д, а также при а= ^-^— ^ и для г^=В^{\ -+-У 2), выражеше 
(225) обращается въ нуль. 

ВсЬ эти контуры четвертаго порядка бол-Ье или мен4е отличаются отъ прямоли- 
нейнаго квадрата. 

Вопросъ о крученш призин съ квадратннмъ или прямоугольнымъ сЬчешемъ ио- 
жетъ быть рЬшенъ при помощи теоремы Фурье (относительно разложен1я перходиче- 
скихъ функщй въ ряды, расположенные по синусамъ и косинусамъ кратныхъ дугъ), 
причемъ р^шеше выразится въ видЪ рядовъ. 

4. Для р'Ьшен1я вопроса о кручеши призмы, с'Ьчен1е которой есть прямоуголь- 
никъ длины 2а и ширины 2&, положимъ 

и, разложивъ Ф [х-^ у%) на мнимую и действительную части ТV (я?, у) и Ч** (л?, у), 
возьмемъ: ф = Ч^ -+- ~ (у^ — 'х\ го=Т7 — аху. 

Функц1я Ч^ должна быть такова, чтобы на контур'Ь прямоугольника (р равнялось 
постоянной С7, за которую возьмемъ &^а. 

Сл'Ьдовательно, для всякихъ у, при х равномъ -ь а или ( — а) должно быть : 

>Р(±а,у)-ь|-(2/^-а2)-ь|(а«-ь2/') = аЬ2 
и. для всякихъ х^ при у равномъ -н Ъ или ( — Ъ) должно быть : 

Следовательно функщя Т должна удовлетворять следующимъ требован1ямъ : 
Для всякаго у, заключающагося въ пред'Ьлахъ отъ у = — Ъ до у = -ь 6, 
должно быть: 

^ (^а, у) = а{Ы-у\ ЧГ (—а, у) = аф'—г^) (226) 

Для всякаго х, заключающагося въ пред4лахъ отъ х = — а до ж = -*- а, 
должно быть: 

>Г(а?, -ьЬ) = 0, ^(гг, -Ь) = (227) 

1 

По значен1ю функц]и (р, им^я въ виду симметрш площади сечен1Я относительно 
осей Еоординатъ, можно судить, что Ч^ должна быть четною функщею, какъ относи- 
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тельно X, такъ и относительно у; обратинъ теперь вншан^е на четность вто8 фунЕЩи 
"■"""-"'"'"■■" у, т. е. на то, что она должна им'Ьть равныя 8яачен1я для ^1 ж для 
>11ъ хе X. 

юиФ Фурье всякая четная фунБщя огь ваБОй лнбо переменной ввр'рк 
|[,11ловъ нохетъ быть выражена въ вид1| рлда располохеннаго по восЕву- 
1тныхъ отъ этой перенЪвной; такъ, наприн^ръ, разность (Ь^ — у^) въ 
гь у^ — Ь до у = -ьЬ иожетъ быть разложена по восивусанъ дуть 



-у'= С, сое ||ч- С, С08 3 ^н- С, соз 5 |- 



«тавлевы только члены нечетной кратности, такъ какъ очевидно, что чле- 
:ратностн не долашо быть, если фувкц1я должна обращаться въ нуль при 

[1ед^ев1Я величины котораго либо изъ коэфищентовъ, напрни^ръ 0^^^^' 
[ить об'Ь части написаннаго равенства на 

соз (2;-н 1) ^ йу = т%{2з^\)г^йу 

градъ отъ об4нхъ частей въ пред-Ьлахъ отъ у == — Ь до и- 6; тогда 
11Елючающ1в произведев1я косявусовъ во одинаковой вратностя, окажутся 
) и во второй части останется только одинъ ннтегралъ, похноженннй на 
интегралъ окажется равиыиъ Ь, а потому: 

-•-ь 

Г(Ь"-у») соз {2ун- \)'чйу = ЪС^^,. 



фуа интегралъ первой части но частямъ три раза, найдекъ, что: 

- у^) выражается въ сказанныхъ пред'Ьлахъ слЪдующннъ рядомъ : 

-у^=4А^ (^^У[т 1) — ^ соз 31^-ь■^ сов 51]-. . . . ). . . (228) 

I Ч^ дол^а быть тоже четною фунвщею йть у ш тоже должна обращаться 
Ч = ±Ь вакъ видно изъ (227), а потону она должна въ предЪлахъ отъ 
у^=-*-Ь выражаться въ внд1Ь ряда: 

Ч^ = X, соз т) -•- X, соз Зт! -ь ^![^( соз бт] -*- , 

ггы суть функщи отъ X, видъ Еоторыхъ предстоять теперь опрвдЪить. 
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ФунБц1я Ч^^ должна удовлетворять дифференц1альноиу уравнешю: 



дх'^ "^ ду* ~ ^ 



2 



при всякихъ у у а потону функц1и X должны удовлетворять сл'Ьдующимъ дифферен- 
щальнымъ уравнешяиъ : наприн'Ьръ ^^-^^ должна удовлетворять уравнешю: 



^-(^•-ы)»(^;х^,=о. 



Этому уравнешю удовлетворяетъ сл'Ьдующая функщя съ двумя произвольными 
постоянными А^,^^ и В^^^\ 

По условш же (226), функц1я Ч^ при а; = ± а должна быть равна а {Ь^— у^) 
при всяБихъ у въ сказанныхъ пред'Ьлахъ; изъ этого ел'Ьдуетъ, что при о; = ч- а и 
при х = — а Боэфищенты у косинусовъ одинаковыхъ дугь въ разложенш функщи ^ 
и^въ ряд'Ь (228) должны быть равны, т. е.: 

^ А б(^'-^^)*^Б в-(^'-*-^)* — Г— 1УШ' ^"^' 

^А е-(2-^'-*-^)*^-4-В .(^'-^1)^ — г 1УРУ ^'^' к — ^ 



отБуда сл-Ьдуеть: 



1 р м / 2 \8 ь» (— 1)/ 

Ан-1— ^5|;+1— ** ^Г/ (^•-♦-1)3 2со8СД;-4-1)Ь' 



Следовательно: 



ТаБЪ БаБЪ это есть дМствительная часть сл'Ьдующей фунБЦ1и отъ БОмплеБсной 
переменной (ж н- уг) : 



*=• (4**^21 



(-1У соз(Уч-1)*Йч-»У1) 



1)3 со8(14;-+-1)Л 



то взявъ за Т7 мнимую часть этой фунБщи, заБлючаемъ, что 



«. — .0» -.(!)•«- 21^ Ш|и?| »»(?;• -1)4. -да») 



10 
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Моиентъ заБручивающихъ силъ выразится формулою : 

-•-а -ьЬ 
— а — Ь 

гд4 

5у= хг 8Ш (2; -н 1) 5^ сов (2> -н 1 ) т] -н у зш (2^ -ь 1) т] соз (?/ -+- 1) 5«*. ' 
Интегрируя, получимъ сд'Ьдующее внрахен1е : 

^= «« (т * (I)' 1 «»»• 2(«5^ТГ. - П|-Т(2Ч' 2 !Шй5^) . 

Интегрируя равенство (228) по у въ пред^ахъ отъ {-—Ъ) до •*-Ъ, мы найденъ: 
а потону внражеше для Ь получить сл'Ьдующ1Й видъ: 

ь=х.1б.б.(|-(|;|2Шй^) (ад 

Величина напряжен1я Т въ точкахъ Еонтура иожетъ быть представлена въ вид'Ь 
дЪленнаго на а или Ь произведен1я изъ К на выражеше (231); посл'Ьднее при 
х=^±аж1/ = ±Ъ получаетъ сл'Ьдуюшдй видъ : 

''-{^У^^'^.щ^^'^ да) 



2аЬ2- 

величину же посл'Ьдней суины иы получииъ, взявъ производную отъ об'Ьихъ частей ра- 
венства (228) и положивъ въ немъ зат'Ьиъ у = Ъ; опред'Ьливъ величину этой сужмы 
мы увидимъ^ что выражвн1е (233) равно нулю. Отсюда сл'Ьдуетъ, что въ вершинахъ 
прямоугольника напряжен1е равно нулю, а сл'Ьдовательно тамъ н'Ьтъ и сдвиговъ. 

Видъ топографическихъ лиши на квадрат'Ь и прямоугольник'Ь изображенъ на 
чертежахъ 31-мъ и 32-мъ. 

5. Возьмемъ за Р{х-^уг) следующую сумму: 

Р{х-^уг) = А{х^уг)''^В{Х'^угУ 
и опред'Ьлимъ тЬ изъ вривыхъ : 

'^-^Лг'ш 2^ -н Вг* со^ 4<9 = С, 

который не только перес^Ькаютъ обЬ оси координатъ, но и кром'Ь того им'Ьютъ части, 
образующ]я замкнутую фигуру вокругъ начала координатъ. 
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Пусть д; == ± а суть абсциссы точекъ пересЬчеюя кривой съ осью Х-овъ и 
ж = ± Ь — ординаты точекъ пврвс'Ьчен1я ея съ осью У-овъ, 
Изъ уравнешй: 

^ _н Аа^-л^ Ва*= С, ^ - ЛЪ'ч- ВЬ*= С 

I 

если притодъ иоложимъ С (а^-#-Ь®) = а (1 -^-п) а^Ь^у окажется, что 

* 

4 1-4-2П а^—Ь^ ^ д па 

Представииъ теперь уравнен1е контура подъ сл'Ьдующимъ видонъ: 
^? =а-^2А С08 20 ± У(а-^ 2Л С08 2^)^-+- 166Я шАО. 

/ 

Для того, чтобы при полохительномъ С контуръ со вс^Ьхъ сторонъ былъ замкну- 
тыхъ, необходиио, чтобы подкоренная сумма была положительною при всякихъ значе- 
шяхъ в. 

Сбудетъположительнымъпривсякомъ пбольшемъ иинусъ единицы; при О равномъ 
нулю подкоренная сумма есть величина положительная, равная 4а^(Ь^п(а^+Ь^))^:(а^+Ь^)^. 
Для того, чтобы 8Т0 подкоренное выражеше ни при какомъ в не сд'Ёлалбсь отрнца- 
тельнымъ, необходимо, чтобы корни уравнен1я: 

а?— 1 6СВ -♦- 4^а С08 2^-1-4 (^^-н %СВ) С08« 2в = О, 

т. е. значешя со8 20^ обращающ1я первую часть въ нуль, были бы мнимыми, или же 
большими -I- 1 или меньшими ( — 1). 

Корни этого уравнен1я будутъ мнимыми, если выражеше 

— ЪСВ {о?— 2А^~ 1 6(75) 
т. е.: 

8а2Ь2 



-, ((«'^ Ь^^ 4а^6^) п (п + 1) (1 - ^^^) 



(а2-1-Ь2) 

будетъ отрицательнымъ. 

Это выражеше будетъ отрицательнымъ при п > О и притомъ не большемъ 

((У2-1):2). 

При п = О замкнутый контуръ есть эллипсъ съ полуосями а и 6 ; при этомъ п, 
подъ Борнемъ остается полный квадратъ. 

При п=((У2 — 1):2) подъкорнемъ также будетъ полный квадратъ, а именно: 



(^* - у-2 соз 2в)\ 



10* 






>":-:-1^5 '■■^ ■ .'^ -л^^'-Ь"' 



♦ » » ••». 
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й^^'^ \' замкнутый контуръ будетъ состоять изъ частей двухъ гиперболъ, а именно, изъ частей 

Ш' ' ^ гиперболы: 

^'■^ - Ь^ (У~2-^- 1) = г» (I — |/1 С08 20), для соз 20 не ббльшихъ -^ ^=^1 



Ь'* ■'■■ 



'•'■<. 



У2 

Е ИЗЪ частей гиперболы 

а^ (У 2 н- 1) = г^, (1 и- У"2 сое 2в), для сое 20 бблышпсъ Л ^^. 

Контуры для всЬхъ промежуточныхъ п проходятъ всЬ черезъ концы полуосей 
эллипса 91 = О, Бъ которому прикасаются дв1Ь вышеупомянутыя гиперболы. 

Бонтуръ п = 0у2 проходить не только черезъ эти точки, но также и черезъ 
вершины- прямоугольника, описавнаго около эллипса п = 0. 

8. Бром'Ь 9ТИХ1 контуровъ, къ которы|1ъ указанный зд'Ьсь пр1емъ прилагается 
такимъ же образомъ, какъ и къ контурамъ пункта 3-го настоящаго параграфа, мы 
упомянемъ еще объ одномъ контур'Ь, выражаемомъ сл'Ьдующимъ уравнен1емъ въ поляр- 
ныхъ координатахъ: 

/г\2 481б/г\4 ^^^ .^^12 16/г\8«^„о/з 1 8616 



Этотъ контуръ, изображенный на чертеж'Ь 33-мъ, представляетъ четыреуголь- 



никъ съ лопастями; наибольш1е рад1усы векторы, при = 0, ^, тс, -^, равны Ъ; наи- 



меньшхе при ^ = ^> -^, -^у -^, равны половин* Ь, На чертеж* (33-мъ) изображены 

топографическ1я лиши искривленнаго кручен1емъ сЬченая, ограниченнаго этимъ вон- 
туромъ. 

9. Разсмотр'Ьвъ вопросъ о закручиванги призмы съ какимъ либо изъ вышеука- 
занныхъ контуровъ вокругь оси, проведенной черезъ центры контуровъ, можно пе- 
рейти, къ вопросу о кручен1и той же призмы вокругь какой либо экцентрической оси. 
Пусть Р (х-^ уг) есть какая либо функц1я отъ {х -+- уг) дМствительная часть кото- 
рой, сложенная съ у ^^, даетъ намь первую часть уравнешя ф ^х, у) = С, выражаю- 

щагр н*доторый контуръ. Если требуется разсмотр'Ьть вопросъ о закручиваши той же 
призмы вокругь оси, церес*кающей плоскость ХУвъточк*, имеющей координаты: 
х = — в, у = — 6, то перенесемъ начало координать въ эту точку, чтобы уравне- 
Н1е контура получило видь: <р ({х — а), (у — Ъ)) = С; зат-Ьмъ возьмемъ следующую 
функцш : 

Р (хч-уг — (а -ь Ы)) — а (а — Ьг) (ж -ь уг) 

действительную часть которой означимь черезъ ф^ , а мнимую — черезъ щ . 
Уравнеше контура будетъ тогда: 



аг' 



Ф1=4((«-«)'-^(2'-«'Л-*-'1'(«-в,У-Ь)-т(а^-*-Ь')=С?,.(234) 
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гд* (7,= С — 4 (^^"*~Ь^)> новыя же иерем'Ьщвшя параллельно оси 2-овъ выразятся 

такъ : 

щ=ю {{х — а\ (у — 6))-ь-а фх — ау) ,......,. (235) 



гд* ф {Ху у) Е го (ж, у) суть действительная и мнимая часть функщи Р {хч- уг). 

Означивъ черезъ ср^ сумму ф^ -ч- -^^ составимъ выражения напряхен1й и момента 

закручивающихъ силъ по обфимъ формуламъ, приведеннымъ въ начал'Ь наетоящаго 
пац^графа; такъ какъ: 

?!= 9 (а? — а, у — Ь) — -} (а^-*-Ь^), 
то найдемъ, что: 

Т. е.у что величины напряженгй и сдвигоеъ при крученги призмы вокруи эксцен- 
трической оси таковы же, какъ и при крученги ея вокругъ оси симметрги на 
тотъ же уголъ а. 

Моментъ закручивающихъ силъ вокругъ новой оси выразится такъ: 



^ ^ 



((х-а)§-н(у-Ь)§) Цх-а) Цу-Ъ) (236) 



потому что нижесл'Ьдующ1е интегралы, расаространенные по площади основан1я: 



К 



^ ^ 



^-^йхЛу, К\Щшу 



дх 



должны быть равны нулю, такъ какъ если ихъ помножить на ( — I), гд'Ь I есть длина 
призмы, то они представить величины главныхъ моментовъ вн'Ьшнихъ напряжен1й 
вокругъ осей Х-овъ и У-овъ, а эти моменты должны быть равны нулю. 

Формула (236) показываетъ, что при томъ оюе моментгь />, уголь а закручи- 
вапгя единицы длины призмы вокругъ экси^нтрической оси будетъ тотъ оюе са- 
мый, на какой она закручивается вокругъ оси симметрги. 

Изъ формулы (235) видно, что разница между перем'Ьщен1дми ю я го^ заклю* 
чается только въ член* а (Ь (ж — а) — а {у — 6)); уравнеше же г^=(1(Ьх — ау) есть 
уравнен1е плоскости, проходящей черезъ начало координатъ и черезъ центръ симметр1и 
с^чешя и нормальной къ винтовой лин1и, описываемой осью симметрги призмы. Следо- 
вательно, видъ искривленнаго сЬченгя одинаковъ при кручепш вокругъ различныхъ 
осей и положен1е его относительно касательной къ кривой, о(^азуемой осью симметр1и 
призмы, остается одно и тоже. 
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$ 46. Изгнбъ првзмъ, одновременно съ кручен1е1ъ и рабтяжен1енъ 
или сжат1еиъ. 

Воаросъ объ одновреиенноиъ изгиб'Ь, кручен1и и вытяжен1я призмъ р'Ьшенъ 
Санъ-^Венано мъ под 'Ь видомъ ел'Ьдующей задаяи. 

И1*е'1Тй какое либо изотропно-упругое т-Ьдо призматическаго или цилиндриче-, 
скаго вида съ основан1яии, перпендивулярныии къ длин'Ь призиы. Одинъ элеиентъ 
этого гЬла закр1^пленъ такимъ образонъ, что онъ не иожетъ получить ни поступатель- 
наго движешЯ; ни вращен1Й. Предполагается: 

I) что на т'Ьло не д']^йствуютъ никак1Я объемння силы, 

II) что къ боковой поверхности призмы не приложено никакихъ вн'Ьшнихъ на- 
пряжен1Й 

что во всей призм'Ь ^^ , ^^ ^ ^в р&вны нулю, 
обуется узнать, кашя иапряжен1я должно приложить къ основан1янъ призиы 
и как1я деформащи она получить. 

Ось 2-ОЮ} располах'аеиъ по оси призиы. 

Въ силу предположешя III изъ выражен1й (199) стр. 113 получииъ: 

2Кг,^ВО = 0, 2Ке,ч-В0 = О, 2л=|ч-'^ = 0: (23Т) 

отсюда, изъ первыхъ двухъ сл*дуетъ: ^1=^2 ^^ А*л*е, такъ какъ 35=37? — 2ЛГ, то: 

6^=02= — хЕз, ^ = *^ зй -♦- Я ' (488) 

поэтому: 

^\=Ег,. . . .(238), Е= Ш (1 -ь)с) = ^|^ (186) 




и кубическое расширеше единицы объема: 0.={\ — 2 х) Бз. 
Дифференщальныя уравнен1я равнов'Ьс1я даютъ: 



** = 0.'™2-г. = 0, (238) 

'^ = 0. или 0-^1^ = 0, (239) 



НО такъ какъ: 



дх 2 \дйдх "*■ дхЧ^ &у 2 \дудв "^ дуУ^ 
дйдх дйду дж дж дж ^ 

ТО посл'Ьднее уравнен! е можно представить еще такъ: 






г- г 
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ч 
I 

Шесть дифференщальныхъ уравнешй (207), (208) стр. 117, которыиъ должны 
удовлетворять е и 5^, будутъ зд-Ьсь (всл'Ьдств1е того что е^ = 63 = — хе,, ^з = О» ^ 
производныя отъ д^ т д^по г равны нулю) ин'Ьть сл'Ьдующ!! видъ: 



д^« 



^• = о, ...(207,1), ^^'-'^^ = (207,2) 



$*-»"Й = 0. ...(207,3), • _х|^^ = -2 (208,1) 

-*^ = % (208,2), 1^ = 0, .....(208,3) 

гд4 : 

дх ду 2 \дедх дудш]' 

Изъ(207, 1, 2. В) и (208, 3) ел4дувтъ, что ^•:^^ = ^' = ^=0, а 

потому : 

в,= а -+- о, а; -ь «2 2^ -н (й -ь Ь, а; -*- Ьа у) «. 



ДалФе, ии^^ это выр&хеше для е„ по^г^пъ изъ (208, 1, 2) изъ (238) я 
(239): 

отсюда, интегрируя и введя произвольную постоянную а: 

. . СГ=а-+-)е(6;,!Г — Ь,у), 
или: 

■а^-|а1=2*-*-2МЬ,х-Ь,у) (241) 

Теперь, ии'Ья выражеше для в,, изъ (238), (239) и (240, Ыб) получинъ: 

Й = -.(а^-ьЬ,;г), ....(238), Й = -(''2-»-*24 (239) 

'^^'^г = -^Ф^\х^\у\ (240) 

а кро]гЬ того ии'Ьеиъ еще третье изъ (237), т. е.: 

й-^§ = 0. (237) 

а изъ него 

'дудг ~ ~ дйл (242) 

Изъ посл'Ьднихъ дифференщальныхъ уравнешй (238), (239), (240), (242), 
(241) и (237) предстоитъ опред'Ьлить и, е;, го^ удовлетворяющ1я еще сл'Ьдующииъ 
ТСЛ0В1яиъ : 
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На боковой поверхности (наружная нормаль н) : 

2^3 сов (н,Х) -1-2^1 С08 («, У) = 0; • .(243) 

проч1я два услов1я на боковой поверхности удовлетворены уже гЬиъ, что ^У^ = Ж = 0; 
дал^е^ на поверхностяхъ основан1й : 

Х = ±2д^К, У=±2д,К, 2^±Ее^; .., (244) 

а кромЪ того (услов1я закр'Ьплен1я одного изъ элементовъ гЬла): 

при я? = О, у = О, е = 0; и^= О, V^=^ О, и;^= О, (245) 

(1)=».(ё).=«.{ё).= (!).=« ••••<"«) 

Ин'Ья внражен1я: 

Щ, = ^ = -''а1^ = -»»(«2-+-^^)' 

д^и дЧ ^•г ..^ ^*а / Л \ 



И зная, что (^) = О, найдемъ интегрироватемъ: 



ди * 

^ = — (и — У!.{а^х — а^у-*-Ь.^ях^Ь^гу) (245) 



Ии1и1 внрааен1а: ^ и 



■ЬТг = — («1-»- &! ^), 

получииъ интегрирован1еиъ, введя произвольную постоянную ^^ : 



« 

% = Р-а,в-Ь, ^-ау—>^Ьх-^ (ь/-^> -ь Ь, жу) . . .(246) 



ШЬя внражен1я : 

дедх 



=2лч-}с{Ъ^х — Ъ^у), 



-аЖ = &=-^& = -^(Ь"^^^-*-*2У), 



дгду 

5^2 = — (^2-^ *2 ^)) 
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I 

получимъ интегрирован1емъ, введя произвольную постоянную ^^: 

Теперь им4емъ: ^ = е, = — т^^ и выражешя (245) и (246) двухъ другихъ 
производннхъ перваго порядка отъ и. Зная, что и^ = Оу найдемъ интегрирован1виъ: 



-х^(Ьа;^б/-2!^)^Ь, ^гу). , . .(248) 

ПотомЪу ии'Ьемъ выражен1я для трехъ производннхъ первато порядка отъ V (по- 
тому что ^- = — ^, ^= — хбз). оная, что г\-=^ О, получимъ интегрировав 1емъ: 

-у^{Ьу^Ъ,ху+\^^) ...(249) 
Наконецъ еще подучииъ: 



«« 



и; = г (о -4- а, а; -4- а^ 2^) -н у (6 -+- 61 а; -«- Ь, у) -ь 2?' (ж, у), (250) 

гд* ^Р (ж, у) есть функщя, удовлетворяющая следующему дифференщальному ура- 
внешю: 

2н-р'=:-2 (Ьч-6,а;-ьЬ,у) (240, 3) 

Притомъ эта функщя 2^, на основан1и условШ (245) и (246), должна удовле- 
творять сл'Ьдующимъ требован1ямъ : 

при а; = 0, у = 0, 1^(0, 0) = 0, ',^ = 0, ^=0; (251) 

а кром'Ь того на контур'Ь с'Ьчен1я она должна удовлетворять дифференц1альному ура- 
внеБ1Ю перваго порядка (243), гд'Ь: 

2^^=|'-ьр,-ьаа;->с (бу-нЬ,я;ун-Ь, ^)) (252) 

2^2=у^-*^Р-«2/-и {^х-^\ху-^\ ^^) (253) 

Изъ числа постоянныхъ произвольныхъ, входящихъ въ полученныя выражен1я, 
постоянное Ь можетъ быть выражено въ двухъ другихъ, \г\. Въ самомъ Д'Ьл'б, такъ 



\ 
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вакъ уравнен1е (243) должно быть удовлетворено во всФхъ точкахъ контура с^Ьчен^я, 
^ то: 



> 



2 (^2 С08 («, X) -+- д^ С08 («, У)) аз = О, 



гд'Ь интегралъ распространенъ по всему контуру с'Ьчен1я призмы; по теореме же, при- 
веденной на стр. 126 (216), этотъ интегралъ преобразовываетсл въ сл^дующдй инте- 
гралъ, распространенный по площади с'Ьчен1я : 

(т|-*-0- 2« (Ь-^*1 ^-^Ь,у)) с1х4у=0, (254) 

вел Ьдств1е же того, что функци 2^ должна удовлетворять уравнбН1Ю (240, 3), равенство 
(254) получаетъ сл'Ьдующш видъ: 

2 (1 ^х) {Ъ^Ъ, х^^\у^) 5=0, (255) 

гд'Ь 5 — величина площади с1^чен1я, а х^е у^ — координаты центра тяжести этой 
площади. 

Если начало координатъ и закр'Ьпленный элементъ находятся на лин1и центровъ 
тяжести сЬченхй, то х^ и у^ равны нулю, а потому тогда и Ъ равно нулю. 

Изъ остальныхъ постоянныхъ пять, а именно: а, а^, а^, Ъ^, Ъ^ могутъ быть 
опред1^лены по величинамъ проакщй Б^, Б^, В^ главнаго вектора и проэкцхй Л^, 
Л , главнаго момента вн1^шнихъ напряжен1Й, приложенныхъ къ свободному основан1Ю 
призмы. 

Изъ двухъ основашй призмы одно (г = 0) несвободно въ томъ отношен1и, что 
закр'Ьпленъ одинъ ничтожно-малый элементъ его, окружающтй начало координатъ^ 
проч1е же элементы этого основашя свободны ; другое основан1е {л = /) свободно во 
всЬхъ своихъ частяхъ безъ исключен1Я. 

Составимъ выражешя: 

В^={(хсШу, В^={{уахау, В,=|Г^(Ыу, 

Д^ = \\{у2 - 1У) Лхйу, Лу = Г ШХ— хЕ) Лхйу, 

гд1^ интегралы распространены по всей площади свободнаго основан1я призмы. Такъ 
какъ на этой поверхности соз (п, ^)= -^ 1, то, по формуламъ (244): 

Х=2^Д, У=2^7Д, г=ш^, 

гд'Ь нужно подставить I вм'Ьсто е. 
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Возьмеиъ равенство (243), помнохимъ его на о; и возьиемъ интегралъ по еон- 
туру ; поиножииъ его другой разъ ту я такхе возьиемъ интегралъ по нонтуру ; полу- 
чи 1ъ: 

д^ С08 («, X) й5 •+- 1 д^х соз («, У) й5 = О 



\д^сов {н,Х)с18'^\д^ 
9^ соз («, X) (^5 ч- д, 



д^ соз («, Х)й8'^\ д^/ соз («, У) (25= 0. 



Эти интегралы по формул'Ь (216) иогутъ бытб преобразованн въ интегралы, 
распространенные по поверхности с1^чен1я, а потому получимъ сл'Ьдующ1я равенства: 

2 11^7, шу = - 2 1|(§ -ь 1^) уахау. 

Такъ какт» изъ равенства (240) сл'Ьдуетъ, что: 

^-^^=-(1-^>^)(Ь^Ь,х^Ь,у), 
ТО, на основан1и вышесказаннаго, выражен]я для В^ , В у получатъ с^гЬдующШ вядъ : 



зд']&сь : 



2 



91 = [[х^йхЛу = 01,-4- &Д « = [[уЧхйу = «,+ 8у^ 

8=1 гг^^сга^у = 8,-ь 5а;,у,, 

т. е. 01 и 93 суть моменты инерщи площади основашя г = {) воБругъ осей У- овъ и 
Х-овъ, а 8 есть произведеше инерщи этой площади относительно гЬхъже обей; 91^,93, 
и 8с ^^У^ь моменты и произведеше инерц1и относительно параллельныхъ осей, прове- 
денныхъ черезъ центръ тяжести площади. 

ДалЪе, принявъ вовнииан1е соотношен1е (255), найдемъ: 

В=Е{а-^-а,х^ч.а,у^)8 (256, с) 
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Въ выражбН1яхъ моиентовъ Д^ и Л взаимно сократятся на основанхи выражешй 
(256, а^Ъ) члены, заключающ1б /; останется: 

1=Е{а&у^'^а, ^-^-а^ЗЭ), (257, а) 

Лу= — Е {авх^-^- а^ ^-^а^^) (257, Ь) 

Изъ равенствъ (256, а, &) аолучииъ сл'Ьдуюиця выраген1я для величинъ коэфи- 
щентовъ Ьх и Ьз" 

^^~ Е (%с^с-%У 2— ^? (ш^азс- 5с^) ^^"^^^ 

Изъ равенствъ (257, а, Ь) кожно исключить а при помощи равенства (256, с) 
и зат'Ьмъ полученный уравнен1я р'Ьшить относительно а^ и а^\ окажется: • 

^1— ЬЧ^е»с-5Л ^ \ ^^с- 5с' /' ^^^^^ 

^3— Е сКс»с- »с') ^ V^с»с-а^сV ^^^^^ 

Эти формулы значительно упрощаются въ т'Ьхъ случаяхъ, когда закрФпленъ 
центръ тяжести площади несвободнаго основашя призмы, а площади с'Ьчен1й симме- 
тричны относительно плоскости 72, такъ что: а;^ = О, у^ = О, 5^ = 0; тогда 6=0 
и пять постоянныхъ будутъ им'Ьть а'Ьдующ1я величины : 



^=т.'^2=^^, «1=-4:. ^2= А (261) 



►с -^^с -"**с -^-«^с 



« = & • (261) 

Прежде ч-Ьмъ определить постоянную а, сл'Ьдуетъ определить видъ функцхи 
Е (а?, у). Зам*нимъ ее следующею функщею: 

новая функфя { {х, у) должна будетъ удовлетворять (какъ сл-Ьдуетъ изъ уравнен1я 
(240, 3)) уравнен1ю втораго порядка съ частными производными: 

0.-0 = (263) 

на контур'Ь — сл^Ьдующеиу уравнению съ частными производными перваго порядка: 

^=а{у С08 («, X) — X С08 (н, У)) -н (1 -+- х) Ь {х соз (м, X) -ь ^ соз (м, У)) -ь 
^- Ь, ^-^(^-^ Ъ/^ соз (», Х)-*-{2-+- х) жу соз («, У)] -4- 

н-Ь,[(2-ьх) ггу соз (н, X) -н "^'"^ ^\- *^ ''' соз («, У)]; (264) 
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крои'Ь того, въ силу УСЛ0В1Й (251), фунЕщя. ( должна удовлетворять сл^^дующимъ 
услов1янъ : 

при о: -О, у = 0: /^(0,0)= О, |=?„ |=р, (265) 

Можно показать, что для каждой площади существуетъ только одна функц1Л, 
удовлетворяющая слФдующииъ требованхямъ : 

чтобы во всЬхъ точкахъ данной площади она и ея производный были сплошными 
функц1яии координатъ и чтобы во всЬхъ точкахъ этой площади она удовлетворяла 
дифференщальноиу уравнешю (263); 

чтобы во всЬхъ точкахъ контура данной площади величина ^ была бы данною 

фунвщею координатъ точекъ зтого контура; 

чтобы ( (0, 0) была равна нулю. 

Для того, чтобы доказать это, возьиеиъ слЪдующ1я формулы преобразовапя 
интеграловъ: 

[Гй^^егу = Г/;со8(н,х)ег5, 

Тх^^У = ^2 С08 («» У) ^«> 

(гд'Ё /*1 и (^ суть сплошныя функц1И во всЬхъ точкахъ площади) и прим'Ьнимъ ихъ къ 
функц1ямъ : 

п — I дх^ 'а — ' дж' 

слохимъ; получится сл'Ьдующее равенство: 



Если теперь предположииъ, что для данной площади можно найти дв^^ различный 
фунБЦ1и /" и 9, удовлетворяющ1я вышесказаннымъ требован1яиъ , то разность (/* — ф) 
этихъ двухъ функций должна удовлетворять уравнен1ю (263) во всЬхъ точкахъ пло- 
щади и уравнешю: ^ ~ ^ = О на контуре, а потому, прим-Ьнинъ равенство (266) 
на этой разности, получимъ: 



Т(С-^ЬС-^')>^*=«- 



Этотъ интегралъ отъ суммы квадратовъ можетъ быть равенъ нулю только тогда, 
когда во вс1^хъ точкахъ площадной на контур']^: 

V ^9 V ^. 

дх дх^ ду ду^ 



1 
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Значить /* и <р могли бы разниться только постоянною величиною, но такъ какъ 
и та и другая должны быть равны нулю въ вачал'Ь Боординатъ, то он'Ь должны быть 
тождественны на всей площади. 

И такъ для каждой площади можно найти одну только функц1Ю /*, удовлетво- 
ряющую сказанныхъ требован1ямъ. 

Такъ какъ Ъ= ~{Ь^х^-^ Ъ^ у^\ то можно положить, что 

/•=а^(гг,у)-#-Ь191(^,У)-+-Ьз92(^>У). (267) 

гд* 8, 9^ , 92 суть три функфи отъ а? и у, который : 

во всЬхъ точкахъ площади с'Ьчен1я должны удовлетворять дифференщальному 
уравнен1ю (263), 

на ЕОнтур<Ь производный отъ нихъ по н должны быть равны сл'Ьдующимъ выра- 
жешямъ : 

^ = у со8.(«,Х) — а; со8 К У) (268) 



'дн 



? = (^^^^^^Т^^^ - (1 - >с) хо:.) ш к X) 



((2-нх) х — (\-*-х)х^) у С08 («, У) (269) 



*^ = ((2 н- х) у — (1 -н х) уЛ X С08 (к, X) 



_^^ ^у»н-(2-х)а^ _^^ -*->с)!^л) С08 («, У); (270) 

въ началгЬ координать, при о; = О, у = О, он'Ь должны обращаться въ нуль. 
Посл'Ь этого внражешя (252) я (253) получать сл'1дующ1й видъ: 

2^^2=«й-ь6.Й'-ьЬ,§-ау-&,((2ч-х)у-(1-ьх)у,)а:- 

-^( '^^^'" -(1-^»)^) (253) 

Постоянная а опред'Ьлятся по величин'Ь момента вокругъ оси ^-овъ вн^Ьпгаиxъ 
напряжен1й, приложенныхъ къ свободному основашю призмы. Этотъ моментъ выразится 
такъ: 

Х=[[(я?У-уХ) йхау = к[и{хд,— уд,) ЛхАу. 

Подставивъ сюда вм'Ьсто 2д^ и 2д^ предыдущ1я выражен1Я и принявъ во внима- 
ше, что 

1 1 (^|— 2/ 1)^^^^= 1 и (^ с<^» («> ^)-У С08 («, X)) Ав, 
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вли, на основан1И равепствъ (215) стр. 124: 

получимъ равенство, которое иожно будетъ р'Ьшить относвтельно а; окажется 



-н 1«( Гф^ йг^-'(х - 4) 5,3- (X - 2) 5„), . . . (2Т1) 



I 
• I 



гд*: 

хЧхЛу, 5„. = I I х^уйхЛу, 







у^Лхйу, 5^,= х'^АхЛу. 



Дв* постоянныя р, и Рз определятся согласно съ формулами (265) поел* того, 
какъ найдены будутъ функщи $, (р^ и ф^ для даннаго сечен1я. 

Для того, чтобы дать н1^>которое понят1е относительно значен1я постоянныхъ или 
коэфищентовъ а, ^1, ^2' ^1' ^2^ ?1 ^ ^2' остановимся н'Ьсколько на полученныхъ фор- 
мулахъ. 

Условимся называть волокнами призмы т'Ь лин1и, которыя въ предварительномъ 
С0СТ0ЯН1И были параллельны оси ^-овъ; подъ осевымъ волокномъ будемъ подразум'Ь- 
вать ТО, которое совпадало съ осью ^-овъ и одинъ конецъ котораго закр^пленъ въ 
основанш ;? = О ; г^еишральнымъ волокномъ будемъ называть то, которое проходитъ 
черезъ центры тяжести сЬчешй; если х^ и у^ равны нулю, то центральное волокно 
есть вм'Ьст'Ь съ т^мъ и осевое. 

Боэфифенты сдвиговъ 2д^ и 2д^ суть вм'Ьст'Ь съ т^мъ и косинусы угловъ, со- 
ставляемыхъ направлен1яии искривленныхъ волоконъ съ т'кми лин1ями площадей сЬче- 
шй, которыд были параллельны осямъ У-овъ и Х-овъ. Такъ какъ 2д^ и 2д^ незави- 
сятъ отъ г, то отсюда слФдуетъ, что каждое искривленное волокно наклонено оди- 
наково ко всгьмъ искривленнымъ стьченгямъ въ тгьхъ точкаосъ, въ которыхъ оно ихъ 
пересгькаетъ. 

При ж = О и у = О коэфищенты 2д^ и 2д^ обращаются въ §^ и р^ (см. (252) 
и (253) стр. 145), сл-Ьдовательно рдИРхСуть косинусы угловъ, составляемыхъ искрив- 
леннымъ осевымъ волокномъ съ т'Ьми направлешями въ каждомъ сЬчеши, которыя были 
предварительно параллельны осямъ У-овъ и Х-овъ. 

Уравнен1я искривленнаго осеваго волокна получатся по исключен1и е изъ ра- 
венствъ : 

(272) 

2 = ^ (1 -ь о) — (&! ж -ь Ьа^Л ^, 
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который получатся изъ выражен1й : х =- и, у = г^, 2 = и^, если въ «, «?, «;, выражае- 
мыхъ формулами (248 — 250), сд'Ьлаемъ х = 0, у = 0. 

Изъ этихъ равенствъ видно, что если осевое воАокно есть ви'Ьст^^ съ тЪнъ и 
центральное волокно, то оно им'Ьетъ видъ кривой 3-го порядка^ если же Ъ^ и Ъ^ равны 
нулю, то осевое волокно есть кривая втораго порядка. 

Подставивъ въ формулахъ (248 — 250) х^ и у^ вместо я? и у и присоединивъ 
полученныя выражешя для и, V, го къ х^, у^ я г, получимъ выражешя координатъ то- 
чекъ центральнаго волокна въ деформированноиъ состояши; принявъ во внимаше ра- 
венство (255) и (256, с) получимъ сл'Ьдующ1я уравнешя этого волокна: 






(273) 



2 = 2^(а;,,у,)-4-^(1н-а'); 
зд'Ьсь> для краткости, некоторый суммы обозначены однимъ знакомъ, а именно: 

кром* того, отношен1е {В^ : 5^?) означено черезъ а. 

Изъ этихъ уравнев1й видно, что а^ представляетъ удлиннев1е единицы централь- 
наго волокна по оси ^-овъ; если начало центральнаго волокна закр'Ьплено, такъ что 
х^ и у^ равны нулю^ то а равно а; во всякомъ случа'Ь а1 представляетъ удлиннеше 
всего центральнаго волокна по оси 2^овъ. 

Если провести черезъ центръ тяжести основан1Я г = касательную къ искрив- 
ленному центральному волокну, то координаты хл у точекъ этой пря]Гой выразятся 
суммами х^ -^- В^2; и у^ -*- В^в. Возьмемъ на этой прямой такую точку, для которой 
^а^ = /. Разность между координатами по осямъ X и У свободнаго конца центральнаго 
волокна и координатами упомянутой сейчасъ точки, т. е. величины: 

«1 2 ^^1 6' ^2 2 а "6' 

называются стр'Ьлками изгиба центральнаго волокна по осямъ Х-овъ и У-овъ. 

Изъ четырехъ коэфищентовъ а^, о^, Ь^, Ь^^ опред'Ьляюпщъ величины стр^локъ 
изгиба, два посл']Ьдн1е, какъ видно изъ формулъ (258) стр. 148, зависать отъ вехи- 
чинъ проэкц1й В^^ В у главнаго вектора напряжен1й, приложенннхъ къ свободному 
основан]ю, и равны нулю, когда эти проэкщи равны нулю; тогда центральное волокно 
есть кривая втораго порядка. 

Два друпе коэфищента а^ и а^, какъ видно изъ формулъ (259) и (260) зави- 
сять отъ моментовъ Л^я Л , и кром'Ь того зависать еще отъ а' ниш. отъ ^?^, есля 
центръ тяжести несвободнаго основан1я не закр'Ьпленъ. 
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Бовфиц]бнтъ а есть коэфищентъ Бручен1я; онъ, Бавъ видно изъ формулы (27 1)^ 
зависитъ не только отъ Л^^ но и еще отъ Ъ^ яЬ^, тавъ что закручиван1е иохетъ 
происходить и при Л^ равнонъ нулю подъ вл1ян1еиъ изгибающихъ силъ, если только 
оснонан1я призмъ не сиииетричны относительно плоскостей 2Х и 2У. 

Обратимся теперь къ разнскашю н'Ькоторыхъ контуровъ, для которыхъ видъ 
вс']Ьхъ трехъ функщй % , ф^ , срг кожетъ быть опред']^ленъ. 

Прежде всего заи'Ьтимъ , что функщя ^ {х, у) должна удовлетворять такимъ же 
санымъ требовашямъ, какйиъ должна была удовлетворять функц1я го въ задач'Ь о кру- 
чен1И призмъ. Пусть Ф {х-\- уг) есть какая либо функщя отъ комплексной перемен- 
ной, ф {х^ у) действительная, а ^ {х^ у) мнимая часть этой функщй. Уравнеше (268), 
которому должна удовлетворять функц1я ^ на контур'Ь, можетъ быть представлено 
подъ сл'Ьдующимъ видомъ: 

^^1!^ — С\' 

сл'&довательно, на площадия) ограниченной контуромъ выражаемымъ уравнешемъ: 
2ф нн г^ = С, функщею % можетъ служить мнимая часть той функц1и, д'Ьйствительная 
часть которой есть ф. 
Сумма: 

^^Г С08 0-^ ЛзГ* С08 2в -^ А^Г^ С08 ЪО Ч- А^Г^ С08 4й? -♦-... . 

можетъ быть мнимою частью функщй отъ комплексной переменной и можетъ служить 
функщею ^ для н^котораго контура; видъ этого контура мы всегда въ состоян1и опре- 
делить. ' , 

Будемъ теперь искать видъ т^хъ контуровъ, для которыхъ <р^ и (рг выражаются 
тоже суммами подобнаго же вида. 

Чтобы функщя 9^ (я;, у) выражалась суммою членовъ приведеннаго выше вида^ 
необходимо, чтобы эта сумма удовлетворяла уравнешю (269) на контуре, такъ какъ 
она уже заведомо удовлетворяетъ уравнешю (263) во всехъ точкахъ плоскости. 

Мы будемъ предполагать, что х^ и у^ равны нулю. 

Бо9фиц1енты АжВ жя. подчинимъ тому условш, чтобы выражен1е : 

по умножети на надлежащ1й интегрирующ1й множитель Т^, приводилось бы къ виду : 

% ду дв дх дв^ 

где ф есть какая либо функщя отъ х ж у. 

Не трудно убедиться въ томъ, что безъ интегрирующаго множителя здесь обой- 
тись нельзя. 

Посмотримъ, не можетъ ли быть интегрируюнцй^ множитель функщею одного 
только у. 

11 
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Интбгрирующ1й множитель двучлео^аго дифференц1альнаго внражен1я ХЛх-^ Уйу^ 
незаключаю1Ц1й х, долженъ удовлетворять дифференщальному ураввешю: 

дУ 



Въ настоященъ елуча'Ь это посл'Ьднее будетъ: 

(&-5'-2(1н-«).)г=((2^«)х!,-|>)*^, 

НО, такъ какъ 9^ удовлетворяетъ дифференщальному уравнен1ю (263), а V естьфунк- 
щя только отъ у, то отсюда сл-Ьдуетъ, что выражен1е 

ДОЛЖНО быть фунЕщею только отъ у^ а сл'Ьдовательно и д'Ьленная на х частная про- 
изводная отъ 91 по у не должна заключать х. Для этого должны быть равны нулю 
сл']^дующ1е изъ коэфищентовъ вышеприведенной суммы: 

-^2> -^^4) "^5Э -"в>' • • «^П -^8? -^4» -^б» ^б* ' • • 

Поэтому 9, можетъ им'Ьть такой видъ: 

91= ^^а; н- 2 В^ а?у н- Л [а?— Ъху"). 

Диффвренц1альное уравненхе, которому долженъ удовлетворять множитель Г, бу- 
детъ такое: 

интегрируя его найдемъ, что интегрирующ1й множитель долженъ быть сл*дующ1й : 



(В.^!^,)", „=--■ 



X 



3^, 2-^" 



Внразижъ Л, въ п и X и вн'Ьбто у введеиъ перек^нвую 1) : 
тогда дифференщальное уравнен1е, умноженное на V, получить сл']^дующ1й видъ 
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I 

По интегрирован1и и по разд^Ьлен1и на т) въ степени (п-«- 1), аолучинъ, озна- 
чиБЪ новую постоянную произвольную черезъ Т>\ 

(1-*-х)(п-4-1) (1-ьх)3(п-4-2)''1"*" (1-ь-х)3(п-1-3) ^ ^ ^/Г*:! • • • 1^« */ 

Мы предположили, что центръ тяжести площадей, окаймленннхъ разсматривае- 
мнмъ контуроиъ, находится въ начал']^ координатъ. Такъ какъ уравнен1я полученннхъ 
контуровъ заключаютъ только о? и бол']^е нинакихъ другихъ степеней этой перем'Ьн- 
ной, то очевидно, что контуры симметричны относительно оси У-овъ и что стало быть 
х^ = 0. Можно было бы разсмотр'Ьть, при какихъ услов1яхъ у^ будетъ также равно 
нулю; но мы ограничимся только т'Ьми изъ полученныхъ нами контуровъ, которые 
ии']^ютъ очевидную симмбтр1ю также и относительно оси Х-овъ. Это т'Ь кривыя, кото- 
рый получатся при В^ равномъ пулю и при такихъ значешяхъ (п н- I ), которыя даютъ 
замкнутый контуръ, 'составленный либо изъ одной непрерывной кривой, какъ аллипсъ, 
либо изъ частей различныхъ кривыхъ, соотв1^тствующихъ одному и тому же (п н- 1). 

При В^ равномъ нулю уравнеше (274) получаетъ сл'Ьдующ1й видъ: 



АлП 



(•-1^.).4а— '=рЙ, (274) 



(1 -ь п) (1 -4- х) 

а функщя 91 сл-Ьду ЮЩ1Й видъ : 

9. {х,у) = А,х^ {^^\:^(^-^'^ (275) 

1 . Прежде всего остановимся на тФхъ случаяхъ, когда Д = О и когда уравне- 
Н1е (274) выражаетъ эллипсъ: а^у^ -^Ъ^а? -= аЧ^. Для этого надо, чтобы были: 

ЛуП 3 ^1П (п -^ 8) ,2 

(1ч.п)(1-^-х)~. ' (п-4-1)(хп-*-(1ч-х)) 

И отсюда сл'Ьдуетъ, что пж А^ должны нм^Ьть слЪдующ1я величины: 

И 9^ (а;, у) выражается такъ: 

<?! = ьцЬн-» ((Ь'-»- 2 (1 -»- >*) «') «'^ ■*■ ((2 - «) Ь^-ь (4 -*- )с) а^-) ?^') . . (276) 

Зам-Ьнинъ зд'Ьсь х^у^ атЪ черезъ ^, гг, & и а, получимъ выражен1е функщи ^з 
{х^ у) для того же самаго эллипса, кавъ видно изъ сравнешя между собою выражен1й 
(269) и (270) стр. 150; такъ получимъ: 



И 



* 
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Брон'Ь того намъ уже изв^Ьстно, что для того же эллипса фунвщя ^ (х, у) должна 
ин'Ьть сл^Ьдуюоцй видъ: 

^ = -5^^^ <278) 

Теперь, зная эти три функщи для эллипса, мооюемъ еполнгь ртьшить задачу о 
деформацги эллгттичеснаю цилиндра: Ь^а? -^ а^ =^ а^1? при слгьдующихь об- 
стоятельствахб : 

Закрттлены : тптръ основангя ^ = 0, элементъ литщ совпадающей съ осью 
Х'ОбЪу и длементъ площадки^ соепадаюгцей съ плоскостью ХУ (оба эти элемента 
должны заключать въ себ'Ь центръ основан1я, т. е. начало Еоординатъ); боковая по- 
верхность гтлиндра неподвержена внтьшнимъ напряэюенгямъ^ внлшнгя напряже- 
н%я приложены только кь незакртьпленнымъ частямъ основангя г=^0 и къ осно- 
вант а=1 и притом^ такимъ образомъу что проэкцги на оси координатъ глав- 
наго вектора и главнаго момента (вокругъ начала координатъ) внгьшнихъ напря- 
(исенгй, приложенныхъ къ основангю г=1^ имтьютъ заданныя величины В^^ В^В,, 

Ии'Ья внражешя (276 — 278) получииъ коэфищенты р1 и ^з' 

' Ыо 1 ьг-^га^ 

Зат'Ьиъ иы найденъ для одного изъ ивтеграловъ, входящвхъ въ равенство (271), 
ел^Ьдующее внрахеше: 

||^^г^= 1^ {у С08 («, Х)-х С08 (н, У)) а8 = - ^^4' (« -51с)» 

друпе два интеграла окажутся выраженными въ ^в^зо? '^з!' ^12' ^^оз' ^ ^"^^ интегралы 
для площади, симметричной относительно об'Ьихъ осей, равны нулю. 
Поэтому а выразится такъ (см. 271): 

-=1^" (2») 

Т. е. такъ же^ какъ и въ случа'Ь простаго закручивашя этого цилиндра. 

Остальные пять коэфищентовъ : а^, а^/\у\'Е наконецъ коэфищентъ а, кото- 
рый, для 0ТЛИЧ1Я отъ большой полуоси эллипса, означимъ черезъ а,, выразятся по 
формуламъ (261): 






г 



Разсмотримъ деформац1ю этого цилиндра въ тоиъ случать, когда напряжешя, при- 
ложенныя къ свободному его основашю направлены параллельно оси У-овъ и распре- 
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делены симметрично относительно плосвостн У2, тавъ что В^, Л , В^л Л,, равны 
нулю, йЛ^ = — 1В^ , тавъ вавъ у иЬхъ вапряжешй одно и то хе алечо : I. 

Въ тавомъ случа'Ь Ь^, а^, а„ ^^ и а равны нулю, а фунвц1я Р(х, у) им'Ьетъ 
сл^дуюпцй видъ : 



Р(х,у)= 



2 («*-^ ЗЬ») 



[()ва«-+-(2 -X) Ь«) 1^уч-({2—х) аан-(4н->е) Ь«) Д . (280) 



н перем^Ьщетя точевъ ВЕ1ражаются тавъ : 






{Ы) 



отсюда, воординатн точевъ въ деформированномъ состоанш выразятся следующими 
формулами: 

х=:х{\-^Ь^х.{^1 — г)у), 






^з(^— т)т' 



(281) 



Положивъ ВЪ этихъ форнулахъ ?/ = 0, найдемъ: х = а;, 2 = ^; это значитъ, 
что веЪ волокна, бывш1я сначала въ плоскости У 2, остались въ своихъ вертикаль- 
ныхъ плоскостяхъ и не получили удлиннешя по оси ^-овъ, он'Ь перем'Ьстились только 
по оси У-овъ и получили видъ кривыхъ, вырахаеиыхъ уравнен1дми: 



У = *2(^0 






('- 1) т) . 



(282) 



если разсматривать х какъ постоянныя ; если же разсматривать х какъ перем'Ьнное, то 
это равенство есть уравнен1е той поверхности, въ которую обращается с'Ьчен1е ци- 
линдра плоскостью ХУ при дефориафи его; лин1я пересЬчешя этой поверхности вел- 
кою плоскостью, перпендикулярною къ оси ^-овъ, есть обыкновенная парабола, ось 
которой направлена по отрицательной оси У-овъ, вершина которой находится въ точк1) 
перес'&чен1я этой плоскости центральныиъ волокномъ, а полупараметръ равенъ едини - 
ц*, деленной на ЬдХ {I — г). Эти параболы представляютъ деформированное состоян1е 
большихъ осей площадей поперечныхъ с'Ьчен1й призмы; полупараметръ параболы за- 
кр'Ьпленнаго основан1я наименьш1й, между т'Ьиъ какъ большая полуось свободнаг< ^ 
основашя остается прямолинейною. 

Прйх = равенство (282) обращается въ уравнея1е центральнаго волокна; 
это — парабола третьяго порядка : 



7 /а2ч-2(1-+-х)62 / 2\ 22\ 



(283) 
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Въ начад^^ коррдннатъ касательная еъ ней составдяетъ съ осью 2-овъ угол, 
тангенсъ котораго равенъ ^^. Если считать разстояше т) точекъ этой кривой парал- 
лельно оси У-овъ отъ этой касательной, то разстояте свободнаго конца центральнаго 
волокна окажется равныиъ: 

независимо отъ рази'Ьровъ эллипса, при той хе величин'Ь 6^. Уголь, составляеннй съ 
осью ^'-овъ касательныии, проведенными въ разныхъ точкахъ волокна, непрерывно 
возрастаетъ отъ начала координатъ и до конца его, какъ видно изъ выраженхя : 



'^=р.-(^-1)^. 



Рад1усъ кривизны волокна им'Ьетъ безконечно-большую величину на свободноиъ 
конц* его. 

Полохивъ въ уравнен1яхъ (281) г постоянныиъ (положииъ г = с), будеиъ ин^Ьть 
выражен1Я координатъ точекъ призмы, находившихся сначала на одноиъ и томъ же по- 
перечноиъ сЬчеши цилиндра; исключивъ хшу тэъ этихъ выражешй, получимъ ура* 
внен1е поверхности, образуемой искривленнымъ сЬчешемъ; поверхность эта третьяго 
порядка. 

Перенесемъ начало координатъ на время въ точку перес^^чен1я разсматриваеной 
поверхности съ центральнымъ волокномъ (а;=0, у = 0, ^==с^); означивъ новые 
координаты черезъ 1г) и ^ , получимъ сл'Ьдующ1Я выражен1я: 

п 2 



^ = ^{^-^)сУ'^РШ^ 



Возьмемъ за новую ось ^-овъ касательную къ центральному волокну въ новонъ 
начал'Ь координатъ и за новую ось У-овъ нормаль къ этому волокну въ той же точкЪ, 
направленную къ центру кривизны. Новая ось ^-овъ будетъ составлять съ прежнею 
уголъ 9, синусъ и косинусъ котораго выразятся пренебрегая квадратами и высопгаи 
степенями Ъ^^ такъ: 

со8 9=1, 8т9 = Рз— (у— /)сЬ2. 

Означивъ новыя координаты поверхности черезъ 9 и }, найдемъ, что онЪ выра- 
зятся, пренебрегая вторыми и высшкми степенями Ъ^^ такими формулами: 

9 = 71 С08 9 — ? 8т 9 = 2'-*-Ь2х(г — с) ^-^, (284, Ъ) 

} = ? С08 9 -ь К) 8ш ^ = ?^у-*-Г{х,у): (284, с) 

ЕЪ этямъ двукъ форнуламъ должно присоединить еще внражен!е для х ; назовежъ эту 
координату черезъ х. 

г = X = ж ( 1 ^ Ь, X (/ — с) у) (284, а) 
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По исключении х в у взъ итихъ трехъ выражений и пренебрегая вторнии стеае- 
Еяни Ь^ , получияъ следующее уравнен1е поверхности искривленнаго с'Ьчев1я въ вовыхъ 
воординатахъ : ^ = ^^ <^ -*- Р {х, 9)> то есть : 

{ка^-*- (2 — X) Ь-) г^-н ({2 — X) а^-ь (4 -♦- х) Ь«) | = 

= 2 (о^-н 2 (1 -^ х)Ь2) Ъ'- 2^^!1151)| (285) 

Такое уравнбН1е поверхности искривленнаго С'Ьчен1я получили мы, пренебрегая 
вторыми и высшими степенями Ъ^; это уравнеше не заключаетъ с, повтому могемъ 
сваз1ать сл'Ёдующее: 

Если сшртьлка к изгиба призмы настолько мала^ что представляется воз- 
можнымъ пренебречь вторыми и высшими степенями величины: 

ЗА; ,< 

тОу пренебрегая такими степенями этой величины^ можемъ считать^ что всп 
спменгя призмы имгьютъ одинъ и тотъ же видь при деформированномъ состоянги, 

Видъ поверхности (285) такой, что если пересЬчемъ ее плоскостью 5 = 0, то 
получимъ въ перес^^чен^и : прямую р = О и эллипсъ, полуось котораго, распологенная 
по новой оси У-овъ, бол'Ье Ь. 

Плоскость, проведенная черезъ новую ось Х-овъ подъ угломъ къ новой оси У-овъ 
не бЬльшимъ агс15 р^, пересЬчетъ эту поверхность третьяго порядка по некоторому 
эллипсу, подобному тому, который образуется перес'Ьчен1емъ поверхности плоскостью 
^ = 0; при угл'Ь наклонешя, равномъ агс1^ ^^^ эллипсъ обращается въ точку г = О, 
9 = О, } = 0. Съ другой стороны, если провести какую либо плоскость, пересЬкаю- 
щую плоскость У 2 во второмъ и четвертомъ квадрантахъ, то получимъ опять эллипсы, 
подобные вышесказдннымъ. 

Сл'Ьдовательно, всп> тгь плоскости^ проведенныя черезъ новую ось Х-овъ, ко- 
торыя пересгькають поверхность (285), перестькаютъ ее по подобнымъ между 
собою эллипсамъ ; плоскость, касательная къ поверхности въ началть координатъ, 
имтъетъ нормалью прямую^ составляющую уюлъ агс% ^^ ^ '^^'Овою положитель- 
ною осью 2'Овъ и уголь агссо!^ Р^ съ отрицательною новою осью У-овъ. 

Топографическ1я кривыя лиши, образуемый пересЬчешями поверхности (285) 
плоскостями, перпендикулярными къ новой оси 2^-овъ, выражаются уравнешями, кото- 
рый получимъ изъ (285), сд'Ьлавъ въ немъ $ рявнымъзЬп; нзъ этихъ уравнешй: 
г±:п = ^2 9-+-2^ (г, 9) видно, что топографическ1я кривыя симметричны относи- 
тельно плоскости У2! и что топографическая лив]я, соответствующая какому либо по- 
ложительному (н- п), находится вся на стороне положительныхъ У-овъ, а топографи- 
ческая лин1я, соответствующая такому же отрицательному п, находится вся на стороне 
отрицательныхъ У-овъ и притомъ расположена симметрично съ первою относительно 
плоскости Х2. 

Для круговаго цилиндра, когда а = Ъ = В, уравнензе (285) получаетъ следую- 
1Ц1Й видъ: 

13_^ 9^= (3 -ь 2х) 7?- :^*| , (286) 
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приченъ ^2 равно (3 -^ 2х) ^^-^ деленному на 4. Зд'кь всЬс^Ьчени! поверхности пло- 
скостями, проведенными черезъ новую ось Х-овъ, суть круги, причемъ въ числЪ этихъ 
е^Ьчен1й оказывается и периметръ самаго поперечнаго с'Ьчен1я призмы, т. е. кругъ ра- 
Д1уса Е; онъ заключается въ плоскости, нормаль къ которой составляетъ съ осью ^-овъ 
уголь, им^ЬющШ тангенсомъ половину {1-^ж)Ъ^] кругъ, образуемый пересЬчешемъ 

поверхности плоскостью ХУ, им'Ьетъ радаусъ равный 22УЗ-1- 2х. 

Уравнешя топографическихъ лин1й въ этомъ случае можно представить такъ: 



©' 



'-(3-к2х)^±5Йг. = в. 



гд'Ь в есть уголъ, составляемый направлешемъ рад1уса вектора кривой съ положитель- 
ною осью У-овъ. 

. Р'Ьшая это уравнен1е третьей степени относительно г, находимъ для каждаго «, 
не ббльшаго нЪкотораго пред'Ьла, три действительный значен1я г: 

Г| от/З-ьгх^^^ Го о -1 /З -^ 2х ^^^ / 21С\ г, « "1 /З -«- 2х / 4тг\ 



гд*: 



С08 3« = :1:^.^„(^^)', (28Т) 



ЬоК С08 0\3 



при всякомъ такомъ 0^ косинусъ котораго д^лаеть вторую часть выражешя (287) 
меньшею единицы. 

Предельная величина для п — следующая : 

\ 

Ъ^В /3 -#- 2х\3 



2^3 



)'. 



топографическ1я кривыя, соответствующхя этимъ величинамъ п, обращаются въ точки, 
находящ1яся на оси У-овъ. 

На чертеж* 34:-мъ изображены топографическ1Я лиши поверхности (286) не 
тол ько внутр и круга рад1уса Л, но и вн* его, тамъ изображенъ и кругъ рад1уса 
ЛУЗ-#-2х, служащ1й вм-Ьст* съ осью Х-овъ, топографическою лишею » = по- 
верхности. На этомъ чертеж'Ь проведена еще лин1я черезъ центръ круга, представляю- 
щая кривую перес4чен1я искривленнаго с'Ьчен1я новою плоскостью У2. 

2. Надъ всЬми прочими замкнутыми контурами, который выражаются уравнешями 
вида (274), мы столь подробно останавливаться не будемъ. Зам^тинъ только, что для 
нихъ приходится ограничиваться только р'Ьшвн1емъ вопроса объ изгиб* призмы напря- 
жвн1ями, параллельными оси У-овъ и симметрично распределенными по об* стороны 
плоскости УЯ; для всЬхъ этихъ замкнутыхъ симметричныхъ контуровъ перемЬщенхя 
точекъ призмы выражаются формулами (Д); выражен1я координатъ х, у, 2 при изгиб* 
призмы формулами (281), уравнеше центрального волокна — формулою (283), ура- 
внеше поверхности, образуемой волокнами неполучившимц, удлиннешя — формулою 
(282), уравнеше поверхности с*чешй, пренебрегая квадратами и высшими степенями Ьо, 
будетъ выражаться уравнен1емъ ^ = ^2 9 -*- ^ (^> 9)- Разница будетъ въ коэфиц1ен- 
тахъ функщи Ре ъъ величинахъ р^ и 91^, 93^. 
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Для вб'Ьхъ этихъ слу^аевъ: 



гд-Ь 

/-, 2-»-х 1-1-х 

^^— — ' — ;г 

есть Еоэфищентъ, величина котораго зависитъ отъ х, т. е., отъ природы вещества 
призкы, и отъ п« Можно подыскать, конечно, так1е замкнутые контуры, для которыхъ, 
наприн'Ьръ, (7= 1, тогда топографичесшя линш для этихъ контуровъ будутъ выра- 
жаться сл'Ьдующики уравнен1Я]ш: 



т. а. это будутъ пряиыя, параллельный оси Х-овъ. Для этого необходимо, чтобы (1н-п) 
было равно — (4 "*" М» '"'• ®* ^^^^ ^^ дробнымъ; въ такихъ случаяхъ можетъ полу- 
читься замкнутый контуръ, составленный изъ кривой : 

^1*^ ^^ ^2_ 7)4у— <»-^1> 

(1ч-п)(1-ьх) п-нЗ '^ ^1^ 

на той части плоскости ХУ, которая соотв^тствуетъ положительныиъ у, и изъ кривой: 

^1^ ?! ^2— — П«/-^*-^^^ 

(1ч-п)(1-ьх) п-4-3 •*' ~ ^12Г 

на сторон'Ь отрицательныхъ у. Относительно всЬхъ подобныхъ обстоятельствъ и вида 
могущихъ зд'Ьсь представиться контуровъ мы рекомендуемъ обратиться къ стать'Ь 
С. Венана*), въ которой, впрочемъ зс полагается равнымъ 0,25. 

3. Изгибъ призмы, основан1я которой им'Ьютъ какой угодно симметричный отно- 
сительно плоскостей У2! и 2Х видъ, можетъ быть опред'Ьленъ весьма просто въ т'Ьхъ 
случаяхъ, когда напряжен1я, приложенныя къ основр1ямъ ея, таковы, что главный 
векторъ В равенъ нулю (и конечно также и проэкщи его 5^, Б^, В^ на оси коор- 
динатъ), а изъ моментовъ же напряжен1й, приложенныхъ къ свободному основан]ю, 
равенъ нулю Л . Въ такихъ случаяхъ н'Ьтъ надобности определять вида функщй й, ф, 
и <Рз, потому что коэфищенты а, Ь^ и Ьд равны нулю, коэфищенты ^1 и р^ тоже равны 
нулю, а остаются только а^ и а.,, выражающ1еся по формуламъ (261) стр. 148 въ ве- 
личинахъ двухъ остальныхъ, неравныхъ нулю, моментовъ. 



*) Ае 8а1п1-Уепап(. Мёто1геаиг ]а Нехюп (1сз ригшев, зиг 1е8 ^Избешепи (гапзуегваих е( 
1оп911ис1шаих ^и^ Гассотра^пеп^ 1о^8^а'е116 пе з'орёге раз ишТогшётеп^; ои еп аге йе сегс1е, е! зиг 
1а Гогше соагЪе авес1;ёе а1ог8 раг 1еиг8 8ес1;1опз 1гапзуег8а1ез рпт1иуетеп1 р1апез. Доата! ^е 
1Ш|1Ьёта11дае8 р. Ь1оаУ1Пе, 2-те 8ёпе, Т. I, 1856. 
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Возьиенъ тотъ случай, когда неравенъ нулю тольбо иоиентъ вокругъ оси Х-овъ 
Тогда а, == О и а^ Е^^ = Д^; перем'Ьщенш точекъ призмы выразятся формулами: 



и = 



ха^ху, V = 



^2 2" ^^3 2 



, ю = а^л(г, 



а координаты х, у, 2 — формулами : 



х = ж(1-хаз1/), У=2/-^((У'— ^)^-ь^^), 2 = ^(1 н-а,у)... (288) 

При постоянныхъ хъу^ эти равенства выражаютъ форму исвривленнаго волокна; 
каждое волокно будетъ заключаться въ вертикальной плоскости, но, вообще говоря не 
въ той, БЪ которой оно было въ предварительномъ состоян1и; въ своихъ начальныхъ 
вертикальныхъ плоскостяхъ останутся только волокна, находивш1яся въ плоскостяхъ 
симметр1И призмы. Кривая, представляемая которымъ либо изогнутымъ волокномъ вы- 
разится уравнешемъ: 

у = 2/ — I ({,/-а?)у.^г^) (289) 

Предположимъ, что моментъ Л^ отрицательный, тогда а^ им'Ьетъ тоже отрица- 
тельную величину (пусть а^ = — а^) и свободное основаше призмы наклоняется по 
положительной оси У-овъ. По формуламъ (288) найдемъ, что для центральнаго во- 
локна X = О, 2 = ^ и что уравнен1е его будетъ следующее: 



.2_ Л 



а' 



2 



(290) 



Это — парабола, полупараметръ которой равенъ (1 :а\), вершина находится въ 
начале координатъ, а ось направлена по положительной оси У; приближенно можно 
считать эту кривую дугою круга рад1уса В равнаго (1-: а\). Стрелка изгиба централь- 
наго волокна равна 






Уравнешя (289) всЬхъ прочихъ волоконъ можно представить такъ: 



2-4(1-<У)'(У-Уо). 



(289) 



гд'Ь у о есть новая ордината начало волокна; это тоже параболы, полупараметры кото- 
рыхъ менЪе полупараметра центральнаго волокна при положительномъ у и бол'Ье — 
при отрицательномъ у. 

Положивъ въ равенствахъ (288) е = с получимъ выражен1Я координатъ точекъ 
поперечнаго сЬчепя ^ег = с при деформированномъ состоян1и призмы. Если поступить 
такимъ же образомъ, какъ въ пункгЬ 1 -мъ настоящаго параграфа, т. е. взять за но- 
вое начало координатъ точку 2^ = с и 2у| =^ а^^с^, а за новую ось 2 касательную въ 
этой точк'Ь къ центральному волокну и назвать черезъ ; и ^ новыя координаты точекъ 



] 
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поверхности образуемой е'Ьчешемъ (причеиъ х = х), то получииъ сл']Ьдующ1я выражешя 
для этихъ Боординатъ: 

' ^ (291) 



^ ^ ^ 2 ^ 2 У^ 1 -#" (а ' с)2 I 



Пренебрегая квадратами и высшими степенями а/ получимъ ^ = О, т. е., при 
ничтооюномъ изгибгь призмы, при кошоромъ можно пренебрегать квадратами и 
высшими степенями а\ , воь поперечныя Ъьченгя ея будуть казаться плоскими 
и нормальными къ центральному волокну^ которое будетъ им'Ьть видъ дуги круга. 

Предположимъ, что с^Ьчеше призмы былъ прямоугольникъ, ограниченный сторо- 
нами: х=^±А,у^=±В\ посмотримъ, какой видъ получили эти стороны при де- 
формащи. 

Пренебрегая квадратами и высшими степенями а\^ мы найдемъ, изъ формулъ 
(291), что ординаты 9^, ^з серединъ верхней и нижней сторонъ окажутся равными: 

91= — ^-*- «2 ^ 2» 92= ^^ ^ «2 ^- 2 

и что уравнен1я самыхъ сторонъ будутъ, верхней и нижней: 

^'= ^ (^ - 2«>-^) (9 1- 9), х'= ^^ (1 -^ 2а>В) (9,- 9). 

Это параболы, оси которыхъ направлены вверхъ, а вершины находятся въ точ- 
кахъ (/!, Сз (черт. 35-й), бывшихъ серединами сторонъ. Если разсматривать эти кри- 
выя какъ дуги круговъ, то окажется, что центръ верхней дуги находится въ разстоя- 

Н1И ^г^ — 25 отъ точки С^ , а нижней — въ разстоян1и ^^ отъ нея же, такъ что 

нижняя дуга не концентрична съ верхнею, но центръ ея еще выше ч'Ьмъ нижней. 
Координатъ вершинъ Л, и В^ будутъ, первый и второй : 

Г8= А{у — а^у.В), Г4= -4(1-4- а^\В) 



8 






если прямоугольниЕъ былъ квадратомъ, то ординаты этихъ точекъ будутъ { — В) 
и(-н5). 

Об'Ь боковыя стороны выражаются однимъ уравнен1еиъ: 



г^=2^К«(9-ь^); 



Эта — парабола, им-Ьющая вершину на отрицательной оси У-овъ и весьма малый 

2' 



полупараметръ А^ааХ. 
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При разсиатриваемомъ зд'Ьсь изгиб'Ь сдвиги 2д^ и 2^^, какъ видно изъ форнулъ 
(252) и (253) стр. 145, равны нулю, а потому равны также нулю и напряжен1я Т^ 
и Т^ во всей призи'Ь. Неравны нулю только продольныя нааряжешя N^= Еа^^у, кото- 
рыя им'Ьютъ отрицательный величины въ нижнихъ волокнахъ и положительнкя — въ 
верхнихъ. Для проияведен1я такого изгиба надо приложить къ свободному основан]ю: къ 
элементаиъ, находящимся на положительной оси У-овъ, — давлен1я, а бъ элементамъ, 
находяцщмся на отрицательной оси У-овъ — натяжешя. Несвободное основан1е можно 
закр'Ьпить все въ его дефориированномъ состоянш; тогда закр'Ьпляющгя его связи бу- 
дутъ оказывать соотв'Ьтственныя реакщй въ важдомъ изъ элементовъ егб плоскости. 



IX. 

I 

О равнов'Ьс1и тонкихъ упругихъ проволокъ. 

$ 47. Въ § 34-мъ на стр. 91-й было упомянуто, что мы ограничиваемся раз- 
смотр^Н1емъ только такихъ деформацШ упругихъ т'Ьлъ, при которыхъ вокругъ каждой 
точки т-Ьла, въ сфер* д'Ьйств1я исходящихъ изъ нея частичныхъ силъ, совершаются 
относительный деформащи однородный и ничтожно-малыя. 

Прим'Ёняя теор1Ю упругости къ т'Ьламъ, одно или два изм'Ьренхя которыхъ нич- 
тожно-малы, то есть къ весьма тонкимъ пластинкамъ или проволокамъ, мы можемъ 
разсматривать конечный, не ничтожно-малыя, деформащи ихъ длинвыхъ разм^ровъ, 
лишь бы только внутренн1я деформац1и въ каждомъ изъ ничтожно-малыхъ элементовъ 
т'Ьла были ничтожно-малы сравнительно съ его наименьшими размерами. 

Если разсматриваемое гЬло есть весьма тонкая пластинка, то мы можемъ раз- 
сматривать так1я упруг1я деформац1и ея, при которыхъ видъ ея поверхности изме- 
няется зам1>тнымъ образомъ, лишь бы поверхность не получила гд'Ь либо излома или 
весьма крутаго изгиба. 

Если разсматриваемое гЬло есть весьма тонкая проволка, то можемъ разсматри- 
вать так1я упруг1я деформащи ея, при которыхъ видъ ея оси изменяется какъ угодно, 
лишь бы кривизна и завнт1е этой лин1и нигде не сделались безконечно большими и за- 
кручиван1е каждаго элемента длины проволоки было бы ничтожно-мало. 

Въ этой главе мы будемъ разсматривать услов1я равновес1я упругихъ тонкихъ 
проволокъ подъ вл1ян1емъ данныхъ внешнихъ силъ. 

Подъ им^яемъ проволоки подразумевается такое сплошное тело, наружная по- 
верхность котораго можетъ быть представлена следующимъ образомъ: 

Вообразимъ себе отрезокъ кривой линш какого бы то ни было вида; пусть А п 
В суть концы этого отрезка. Положвн1е точки Р, находящейся на этой кривой, бу- 
демъ выражать разстоян1емъ 5, счптаемымъ отъ точки Л вдоль по кривой лин1и до 
точки Р; разстоян1я, считаемый отъ Л къ В, будемъ выражать положительными ве- 
личинами. 

Возьмемъ какую либо плоскую площадку неизменяемаго вида и положимъ что 
эта площадка движется такъ, что центръ тяжести С ея всегда остается на вышеска- 
зрной кривой, некоторая лин1я СN площадки совпадаетъ съ главною нормалью кри- 
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вой, а плоскость площадки совпадаетъ съ нормальною плоскостью кривой. Поверх- 
ность, образуемая сл'Ьдоиъ периметра этой площадки при движен1И точки С вдоль по 
всей кривой, представлдетъ боковую поверхность правильной проволоки^ поперечное 
сЬчеше которой одинаково по всей еядлин*]^; на концагь проволока ограничена плоско- 
стями нормальными къ кривой; направляющую кривую, образуемую центрами тяжести 
всЬхъ сЬчешй проволоки, мы будемъ называть осью ея. 

Притомъ же вид'Ь оси проволоки и п][)и томъже вид'Ь образующей площадки, мы 
иожемъ получить безчисленное множество другихъ формъ боковыхъ поверхностей; 
стоить только перемещать образующую площадку такимъ образомъ, чтобы лин1Я СN 
не совпадала съ главными нормалями кривой, а составляла бы съ ними уголъ, изм*]^- 
ВЯЮЩ1ЙСЯ потому или другому закону. Так]я проволоки мы условимся называть непра- 
вильными проволоками съ поперечнымъ сгьченгемъ одинаковаю вида и размпра по 
всей длингь проволоки. 

Наконецъ, если видъ и разм1>ры образующей площадки изм']^няются по какому 
либо закону сплошнымъ образомъ, то образуется боковая поверхность проволоки съ 
поперечнымъ сгьченгемъ неодинаковаго вида по длиюь ея. 

Мы зд^сь будемъ предполагать, что наиболъш1й линейный разм-Ьръ поперечнаго 
с'Ьчен1я проволоки есть ничтожно-малая величина, которую мы зд'ксь обозначимъ че- 
резъ г; это г мы будемъ разсматривать, какъ безконечно-малую величину перваго порядка. 

Данъ видъ и положен1е проволоки въ предваритель^омъ состоян1и; требуется 
опред^^лить, какой видъ приметъ ось ея, если къ проволок*]^ будутъ приложены данныя 
объемный силы, а къ концамъ ея — данныя вн*шн1я напряжен1я, причемъ одинъ изъ 
концовъ можетъ быть закрФпленъ, какъ указано въ предыдущей глав^. 

§ 48. Проволока, ось которой въ предварвтельномъ состоян1в была 
прямолвнейною. Велвчвны, опред16ляющ1я ноложен1я эленентовъ проволокв 
въ деФориврованномъ состояп1Я. 

Мы разсмотримъ сначала вопросы о дефориащи упругой проволоки, ось которой 
въ предварительномъ состоян]и была прямою лин1ею, которую мы возьмемъ за ось 
^-овъ; начало координатъ пом'Ьстимъ на одномъ изъ концовъ проволоки. 

Чтобы опред1;лить видъ, принимаемый проволокою при Д'Ьйств1и данныхъ силъ и 
напряжешй, надо прежде всего мысленно раздробить проволоку на элементы по оси ея 
и составить уравнен1я равнов^Ьс1я, д.1я каждаго изъ этихъ элементовъ, тЪхъ силъ, ко- 
торый къ нему приложены, а именно : объемныхъ силъ и напряжен1й, д'Ьйствующихъ 
сквозь его оконечности со стороны сос^Ьднихъ элементовъ. Разм'Ьры элементовъ по 
длин'Ь проволоки мы предположимъ сравнимыми съ г, т. е. порядка малости этой ве- 
личины. 

При составлеши уравнен1й равнов'ЁС1я силъ, приложенныхъ къ элементамъ, надо 
ии'Ьть въ виду, что главный векторъ объемныхъ силъ, приложенныхъ ко всецу эле- 
менту, им'Ьетъ изм'Ёрешя того же порядка малости, какъ и самый объемъ его, т. е. 
порядка г", напряжен1я же, приложенныя къ концамъ элемента, им^Ьютъ изм'Ьренхя 
этихъ площадей с'Ьчен1й, т. е. изм^решя порядка г^. При этомъ предполагается, что 
величины объемныхъ силъ, разсчитанныя на единицу массы, и величины напряжен1й, 
разсчитанныя на единицу площади, конечны, а не безконечно -велики. Вообще, при 
составлен1И уравнен1й равнов']Ьс1я или движен1я элементовъ, необходимо принять въ 
разсчетъ изм^^рен]я вс^^хъ входящихъ въ уравнен1я величинъ. 
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Каждый длементъ проволоки разсматривается Еакъ иризка въ Санъ ВенановоЙ 
задач^Ь, такъ что дефориированное состолн1е всЬхъ точекъ его выражается тЬии фор- 
мулами, которыя выведены при р^^шеши этой задачи; но для этого необходимо отнести 
каждый элеиентъ, въ его деформированноиъ состоян1и, къ особымъ для него коорди- 
натныиъ осямъ, одна изъ которыхъ совпадаетъ съ васательною къ оси элемента. 

Пусть Ху у, г суть координаты, относительно неподвижннхъ осей, той точки Р 
оси, которая находится на конх^Ь элемента ближайшемъ къ началу проволоки. Въ пред- 
варительномъ состоянш эта точка находилась отъ О въ разстоян1и с по оси ^-овъ, а 
теперь находится въ разстоян1И 5 отъ начала проволоки, считая разстояшя по искри- 
вленной оси ея. Коордрваты х, у, г суть функщи отъ с, но {ЛхУ-^ {^уТ-^ (^^)^ 
равное (йз^^ не равно {йс)^ (гд4 Ас есть длина элемента въ предварительномъ со- 
СТ0ЯН1И), потому что элементы въ деформированноиъ состоян1и изм'Ьнили свои длины 
противу первоначальвыхъ; положимъ, что линейное удлинненхе единицы длины оси эле- 
мента есть е, т. е. 

(^5)2= (сга5)2-н {(1у)'-^ {йг)^= (йс? (1 -^ е)^; 

удлиняете е должно разсмсятривать тоже кй.къ функщю отъ с. 

Касательная въ точк'Ь Р къ оси проволоки образуетъ съ осями координатъ 
X, У, ^углы, косинусы которыхъ суть: 

1 = 1(1-^). 1 = 1(1-0, 1^ = ^(1-Ю, (292) 

пренебрегая квадратами и высшими степенями ничтожно-малыхъ удлиннен1й е. 

При предварительномъ состоян1и проволоки проведемъ черезъ точку Рдв'Ь лиши 
РХ' и РУ параллельный осямъ координатъ и означимъ черезъ г, 9^ Ь координаты 
какой либо точки элемента относительно этихъ осей и оси Р2\ совпадающей съ осью 
^-овъ. При деформащи проволоки точка Р получитъ положеше, выражаемое координа- 
тами X, ^, ^, прежняя прямолинейная ось элемента будетъ обращена въ элементъ кри- 
вой лиши 5, а прежн1я лин1и РХ' и РУ' вообще не будутъ перпендикулярны къ ка- 
сательной, проведенной изъ точки Р къ искривленной оси элемента. Возьмемъ эту ка- 
сательную за ось 2, а за ось 2 возьмемъ направлен1е перпендикулярное къ 2 и про- 
веденное черезъ точку Р въ той плоскости, которая проходитъ черезъ ось 2 и черезъ 
ЛИН1Ю РХ\ Означимъ черезъ ^, ^у), ^ координаты точекъ деформированнаго элемента 
по отношешю къ этимъ осямъ; разности $ — г, т] — 9> ^ — Ь ^5удвмъ обозначать черезъ 

Косинусы угловъ Х^, Ху, \у}1^, ?'уу\»'^,^а:у^уу\^ составляемыхъ осями Е, 
г, 2 въ разныхъ точкахъ деформированной оси проволоки съ осями X, У, 2 выра- 
зятся въ трехъ углахъ ф^ жтэ также какъ и въ кинематик^^ твердаго т'Ьла. 

Такъ какъ эти углы ф^ ж ж э изм'Ьняются вдоль по оси проволоки, то ихъ 
должно разсматривать, какъ функц]и отъ с; поэтому и косинусы: 

^х^ \^ \' ^х^ ^•у^ и**» ^а;> \» ^2 
будутъ фуНКЦ1ЯМИ ОТЪ С. 

Абсолютный координаты х, у, ъ какой либо точки элемента при деформирован- 
номъ С0СТ0ЯН1И проволоки выразятся, по извЪстнымъ формуламъ преобразован1я коор- 
динатъ, такъ: 
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Зд^^сь и, V, и? въ каждонъ элементе проволоки суть функц1и отъ х, ^, {; вн']Ьст'Ь 
съ т'Ьмъ эти величины суть фунЕщи и отъ с, такъ каБЪ он-Ь изменяются также при пе- 
реход'Ь отъ одного элемента къ другому. Такъ какъ проволока образуетъ сплошное 
гЬло, то должна существовать зависимость между производными отъ и, Vу го по ^ е 
производными огь нихъ по с. 

Для того, чтобы найти эту зависимость, примемъ во вниман1в, что х, у, 2, какъ 
координаты относительно осей X, У, 2 точекъ проволоки въ деформпрованномъ еясо- 
етояши должны быть функщями начальныхъ координатъ г, 9? (с-н}); въ виду того, 
что он^ должны быть функщями отъ суммы (с -4- {), мы должны заключить, что произ - 
водныя отъ X, у, 2 по с должны быть равны производнымъ по $; всл'Ьдств1е этого по- 
лучимъ сл^^дующ]я равенства: 
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ГСг-*-г*) -^ ^(9-^г;Х-1- ^;^^(5-ь-ег.), 



(294, 1) 
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= ^^.-^^^(^-^")-^^(9-*-^)"*-^(^-^^^), (294,2) 



V 8 (ди ^г*\ /^ дв\ (дю дго\ 



^^-*-^й'(^-*-^)-^^'(9-^^) 
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(IV. 



^(^■^«') (Ш,3) 



Зд'Ьсь е вошло потому, что производный отъ х^ у, г по с заменены (по форму- 
ламъ (292)) произведешями V (1 -ье), V (1 н-е), V (1 -ье). 

РФшивъ равенства (294) относительно разностей производныхъ по $ и по с и 

привявъ во внииан1е изв'Ьстныя соотношешя между косинусами Х^, \, ^2' °^* 

лучииъ сл'Ьдующ1Я выражен1я для этихъ разностей: 



= ^ -^ (5 -^ «') г — (9 -ь г;) г 



ди 




ди 
дс 


дю 


= 


дV 
дс 


дю 


= 


дю 

дс 



= ^ -*- (г -*-«)»• — (5 н- и>) р 
= ё -^ (9 -^- ») ^' — (г ■+- ») 2 -^ е 



(295) 
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гд'Ь р, 2 V г суть сл^Ьдующ1я внрахев1я : 

^^ = ^.^-^'^-^.^^--- (296,1) 

2 = ^.^-\'г-Ч^ (296.2) 

г = \^.^'-'1^у'^'-'}^.^ (296,3) 

§ 49. Уравнен1я равнов%с1я элеиентовъ проволоки. 

Согласно съ т'Ьмъ, что было высказано въ первыхъ главахъ этой книги, прило- 
женныя къ каждому элеиенту проволоки вн'Ьшн1я объемный силы и нааряхешя, д'Ьй- 
ствующ1я на его оконечности со стороны сос']^днихъ элементовъ, должны взаиино-урав- 
нов'Ьшиваться. 

Означимъ черезъ В^^ В^, В^, Л^, Л^^ Л^ проэкцш на оси X, У, 2 главнаго 
вектора и главнаго момента напряжен1й, д'Ьйствующихъ «квозь все поперечное сечете 
проволоки, проведенное въ точк* Р (х, у, ;?, в) оси ея; притомъ это суть напряжешя, 
д'Ьйствующ1я сквозь это сЬченхе съ той стороны, гд* 5 больше ч'Ьмъ въ Р, на ту сто- 
рону, гд* 5 меньше ч'Ьмъ въ Р. Означимъ черезъ Б^, В^, В^ Л^^ X, Л^ проэкщи 
того же главнаго вектора и того же главнаго момента на оси 2, Т, 2. моменты на- 
пряженгй берутся вокругъ точки Р. 

Этотъ главный векторъ В и этотъ главный моментъ Л должны быть сплошными 
функщями коордипатъ точки Р или величины 8, опред'Ьляющей м'Ьсто этой точки на 
оси проволоки, такъ что на другомъ конц* элемента, въ точк* Р^ («-#-(^8), проэкщя 
на оси Х-овъ вектора напряжен1й, дМствующаго сквозь проведенное зд'Ьсь сЬчеше 
на внутренн]я частицы элемента, будетъ равно : 

Б^н- ^ аз. 

^ аз 

Проэкщя на ту же ось главнаго момента т'Ьхъ же напряжешй вокругъ точки Р^ 
будетъ: 

Л^^^Лз, 
а проэкщя главнаго момента т'Ьхъ же напряжешй вокругъ точки Р будетъ равна : 

потому что разности между координатами точки Р и точки Р^ выразятся величинами 
— ^ж^^? — '^у^^> — ^л^^» отбрасывая члены высшихъ порядковъ малости. 

Проэкцш главнаго вектора объемныхъ силъ, приложенныхъ къ элементу, могутъ 
быть выражены такимъ образомъ: 

оЪ^з, аЪ/з, о^^йз, 
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гд'Ь а есть плотность вещества проволоки въ точк'Ь Р, а ^ суть интегралы, распро- 
страненные на площади сЬчешя въ точк^^ Р: 

^-=\\^^''^ %=\\^^''^ ®'""Я^'^''' 

Произведен1я аШ можно разсматривать какъ объемный силы, разсчитанныя на 
единицу длины проволоки. 

Подобнымъ же образомъ и проэкщи на оси X, У, 2 момента вокругъ точки Р 
объемныхъ силъ, приложенныхъ къ элементу Лз^ будемъ обозначать черезъ: 

(^^^^$, о^^Лз, (т€^(^5. 

Выразимъ, что сумма проэкщй на ось Х-овъ напряжен1й, приложенныхъ къ кон- 
цамъ элемента, и ^^бъемныxъ силъ къ нему приложенныхъ, равна нулю; получимъ: 



В -1-5 

X X 



ав 



08 ^ 



Такимъ образомъ составимъ шесть дифференц1альныхъ уравнен1й для каждой 
точки оси проволоки: 

^н-аЗЭ,= 0, ^«'_на©„ = 0, ^*-на©,= (297) 



гд*: 



л» 

йЛ« 



ух X у X ' 



^А-^.в.-+-<=о, 



^Л-^у^.-*-^^.= <>' 



(298) 



^Х= Щ К-^ ^Г, V^x'^ ^С ^ ' •^«= -^5 ^0.-^ ^Ъ ^Х-^ ^К'^Х^-' 



На основан1И изв'Ьстныхъ зависимостей между девятью косинусами, а также и 

нежду ихъ производными, можно решить эти уравнен1я относительно производныхъ по 

5 отъ Б^, В^у В^, Л^^ Л^, Л^ и тогда получимъ сл'Ьдуюпця дифференщальныя ура- 

внотя : 

ащ 
аз "^ 

^^ -ь В^г- В^р.ч^ а (93,^.^-4- ©^,{1.^-1- 93,11.,)=: О, ^ . . . . (299) 



% - ^/1-*- ^ («х^.-*- «Л-*" ®Л) = 0. 



ав^ 
ав 



Вгр- %1-ь ^ («,V^н- «л -^ ®Л) = о, 



12 
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§ н- л^^,- л^г,- в^н- а (?>,-^ ?Л-*-еЛ) = о, 



ал^ 



зд'Ьсь : 



^ -ь Л^г,-Л^р,ч. Б^^ сг (ех^-*-^,^-*- ^.1^х)= 0. [ • • • • (300) 



Въ тоиъ дли другомъ вид'Ь, эти шесть дйфференщальныхъ уравнен1й заключаютъ 
9 неизв'Ьстннхъ фунБц1й отъ 8, когда видъ искривленной проволоки неизв'Ьстенъ. Въ 
самомъ Д'Ьл'Ь, кром* трехъ изъ девяти косинусовъ Х^. , Х^ , . . . . у^ , зд'Ьсь входятъ еще 
шесть функщй В^у В , В^, Л^, •^т)>'-^с" ^Анако, если разсмотр-йть зиачетя вели- 
чинъ р^ ^^ г ъ. предположить, что каждый эленентъ деформируется по тому же за- 
кону, какъ призма въ задач'Ь С. Венава, то окажется, что моменты Л^^ Л^^ Л^ мо- 
гутъ быть выражены въ 2>, 9 и г. 

% 50. Завнснноеть между велнчинаин ^', $, г и номентани л. 

Представимъ себЪ, что вдоль по искривленной оси проволоки перем'Ьщается точка 
Ю^ которая служитъ началомъ трехъ координатныхъ осей: 2, направляющейся по ка- 
сательной къ оси проволоки, въ сторону возрастающихъ $, оси 2', направляющейся по 
главной нормали кривой къ центру кривизны и Т', направляющейся по бинормали. 
Означимъ черезъ у^, у^^, у^, А^., Л^^, Л^, М^., М^, М^ косинусы угловъ, составляе- 
мыхъ этими осями съ осями координатъ. 

Такъ какъ первые шесть косинусовъ могутъ быть выражены сл^Ьдующими произ- 
водными: 

гд'Ь 9 есть рад1усъ кривизны кривой въ точк'Ь /О, то три посл'Ьднге косинуса выра- 
зятся такъ: 

Величина (1:2), равная сл^Ьдующему корню: 
выражаетъ завитге кривой лин1И въ той точк'Ь, въ которой находится точка Ю *), 



*) Си. Кинематич. часть составленнаго мною курса аналитической механики, стр. 259, 260. 
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Составивъ выражен1я: 



найдемъ, что 2)'= О и что д'= (1 : р). 

Величины производныхъ по $ отъ косинусовъ Л1^, М^, М^, помноженный на 1^ 
выражаютъ косинусы угловъ, составляемыхъ съ осями координатъ вращатедьною ско- 
ростью точки, находящейся на бинормали въ разстояши равномъ единице отъ точки Ю. 
Очевидно, что эта вращательная скорость перпендикулярна къ оси Т', но кром'Ь того, 
она перпендикулярна также и къ оси X, какъ видно изъ того, что р'= 0. (Если 
одно изъ двухъ выражен1й для р помножить на I, то получимъ выражен1е косинуса 
угла, составляемаго направлен]емъ вращательной скорости вышесказанной точки съ 
осью 2). Сл'Ьдовательно эта вращательная скорость либо параллельная оси Е\ либо 
противоположна ей; а потому: 

I 

Составивъ теперь выражен1е : 






найдемъ, что /= =Ь(1 :^). 

Такъ какъ р, д и г суть проэкщи угловой скорости воображаемаго твердаго 
т'Ёла. неизменно связаннаго съ осями л, Т' и 2, на эти оси, то изъ предыдущаго 
получается сл'бдующая теорема кинематики. 

Если твердое тгьло двио/сется пиисимъ образощ что какая либо точка ею 
описыеаетъ съ постоянною скоростью какую либо непрерывную кривую и нп^ко- 
торая ось тгьла (2), проведенная черезъ эту точку ^ направлена по касательной 
къ ^пой кривопу а другая ось (Н^) направлена по главной нормали кривой^ то 
угловая скорость ттьла всегда заключается въ плоскости осей У' иЪи притомъ 
проэкцгя угловой скорости на бинормаль равна кривизнгь (1 :р), а проэкцгя ея на 
касательную равна завитгю (1 :/). 

Предположимъ себ'Ь теперь, что черезъ ту же' точку Ю проведены дв*]^ друг1я 
взаимно-перпендикулярныя и ортогональный къ 2 оси 5 и Т, который, при движен1и 
точки Ю, вращаются въ плоскости л/У по совершенно произвольному закону; пусть 

ср есть уголъ составляемый между собою оедми 2 и 2^ и у~ — (р^ — уголъ, составляе- 
мый между собою осями Н и Т\ Пусть Х^., Х^, Х^, |1.^, а , |1^ означаютъ косинусы 
угловъ, составляемыхъ этими осями 2, Т съ неподвижными осями Х^ У, 2. Иежду 
этими косинусами и т^мн, которые обозначены большими буквами, существуетъ н^Ько- 
торая простая зависимость. 

12* 
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Означивъ черезъ ф, сферичесвШ уголь ХЗ.З. (чертехъ 36), составимъ для сфе- 
рнчесБихъ треугольниБовъ Т'НХ и 22'Х сл^^дуюпця два равенства: 



М^= Х^ 81П 9 — С08 9 V 1 — Х^^ С08 фх*, 



Л^=^х «05 Ф-+-8Ш 9 VI —Х2^ С08 ф,, 

/ 

изъ Еоторыхъ аолучимъ: 

Хд.= Мд. 8Ш ф -Ь А^ С08 <р. 

Подобнннъ же образокъ получЕмъ: 

Подобнаго же вида соотношешя между коеинусаии угловъ, составляеиыхъ этиии 
осями съ другими двумя неподвижными осями У и 2^, т. е.: \ =М 8ш ф-н 
Л С08 ср, и проч. 

Вс]гЬдств1е этого окажется, что ^^^ д^ и г^ выразятся сд'Ьдующимъ образомъ: 



«.= (Ч ^' -ь Ч 'г -Ч §) = «'«'« 9= 



С08 ф 



г-н. ^ -*- I^ ^^У^м, ^ — г'-*- ^ — -Ь 1 -4- ^ 

^1— гх аа '^^уЖ ^' аз ав г ^" <1в • 

Сл1Ьдовательно ( — р^) и д^ суть кривизны проэкщй оси проволки на плоскости 
2Т и 22, а г^ есть сумма завитая оси проволки съ закручиванхемъ плоскости 2Т 
относительно плоскости кривизны кривой. 

Вернемся теперь къ формуламъ (248) — (250) стр. 145, выражающимъ перем^- 
щешя точекъ призмы, закрепленной на одномъ конц^ и подверженной вн'Ьшнимъ на- 
пряжен1ямъ на другомъ. Прим'Ьнимъ эти формулы къ точкамъ элемента, разсматривая 
алементъ какъ призму, закр'Ьпленный конецъ которой есть поперечное сЪчеше про- 
волки черезъ точку Р, а свободный — такое же сЬчеше черезъ точку Р^ {з-^ск); за- 
м'Ьнимъ л;, 2/, л въ формулахъ (248) — (250) черезъ г, 9 и $. Составимъ выражешя 
для координатъ гн-1*, 9"*-^>5-*-«^ точекъ оси элемента; они будутъ: 

* 

зд'Ьсь положены ^^ и ^^ равными нулю, такъ какъ ось элемента касательна къ оси 2 
въ точк* Р. 

Означимъ эти координаты черезъ ё, 1^, ^. Уравнен1я проэкцШ оси элемента на 
плоскости 22 у 2Т будутъ: 

^ (1-4- а)*! (1-*-а)Зб' ""^ (1 -1-0)2 2 (1-ьа)"б' 
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Еривизны 8тихъ кривыхъ въ точЕ^ Р бщтъ сд'Ьдующ1я : 



а 



^ __^ ___?!_ ^^ 

а1? (1-+-а)2» й(? (1-^а)2 



Линейное удлнннеше по оси равно ^^ т. е. а; это есть то самое, что мы обозна- 



чали черезъ г и предполагали величиною ничтожною. 
Изъ вышесвазаннаго сл'ЬдуетЪу что: 



^2 ^ „ / 1 ^\ «1 



Р1=Р{^ — ^) = п-:^^ 21=2(1—0=- 



Для того, чтобы относительныя деформащи въ каждомъ элемент'Ь проволоки были 
ничтожно-малы сравнительно съ разм'Ьрами элемента (а разм^^ры им'Ьютъ изм'Ьрете 
ничтожно-малой длины г), необходимо, чтобы и^ е;, го им'Ьли изм'Ьрен1Я г^ или ввадра- 
товъ Еоординатъ г, 9) $! следовательно гк коэфищенты въ выражец1яхъ и^ г;, го^ ко- 
торые помножены на первыя степени этихъ воординатъ, должны им'Ьть изм'Ьрешя нич- 
тожно-малой величины г, гЬ же Еоэфицхевты, которые помножены на вторыя степени 
или на произведешя координатъ г, 9? Ьу могутъ быть величинами конечными; наконецъ 
т^ коэфищенты, которые помножены на третьи степени координатъ, могутъ быть 
весьма большими величинами порядка (1 :г). 

Въ формулахъ (248) —(250) коэфищенты, помноженные на первые степени ко- 
ординатъ, суть а, ^1 и ^3' в^ вторыя степени координатъ помножены : а^, а., и а и на 
третьи степени : Ь^ и Ьд . 

Поэтому, для того чтобы элементы проволоки получили деформацш ничтожный 
сравнительно съ рази'Ьрами самвхъ элементовъ, необходимо, чтобы а или е было изм^- 
решя не выше г, чтобы а^, а^ и а были конечные и чтобы Ь^ и Ъ^ были изм'&рен1я не 
ниже (1:г). 

Предположнмъ, что плоскости 22, 2Т заключаютъ въ себ'Ь главный оси инер- 
щи поперечнаго сЬчеюя проволоки, проведеннаго черезъ точку Р; тогда, по формуламъ 
(261) стр. 146, коэфиц1енты а^, а^, а, 6^ и Ь^ выразятся такъ: 

^1=-;^» ^3=^' « = Й' (301) 

Ьг=Й:^Ь,= ^-^ (301) 

Боэфищентъ хе кручен1я а, по формуле (271)1 Разнится отъ отношешя: 

^5 



§ 

членами, видъ которыхъ зависитъ отъ формы сЬчешя. 

Такъ какъ площадь 5 поперечнаго сЬчешя проволоки им'Ьетъ изм^рентя г^, а мо- 
менты инерщи ея им'Ьютъ изм'Ьрен1я г*, то для того, чтобы коэфищенты а, а^, а^, а, 
&1, &2 9 им^^ли вышесказанный изм'Ьрешя, необходимо, чтобы моменты Л^, Л^, Л^ были 
изм'Ьреюя г*, а векторы В^^В ,Вг — изм'Ьрешя г^. При такихъ только напряжешяхъ, 
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деформац1И элеиентовъ проволоЕИ будутъ Еячтохно-иалн сравнительно съ разм^раин 
поперечныхъ с'Ьчен1й ея. 

Пренебрегая ничтож^о-иалыии величинами сравнительно съ конечными величи- 
нами, мы заключимъ, что 

Что касается до г^ или г, то очевидно, что это есть величина кручен1я проволоки 
на единицу длины ея оси, т. е.: а и поэтому: 

^=^1=1[{щ^:^) — г (303) 

§ 51. Различные случаи равнов^Ьс]я проволокъ, неподверженныхъ 
объеинынъ еиланъ. ' 

Прии'Ьнимъ дифференщальныя уравнен1я § 49-го къ упругой проволок'Ь, бывшей 
въ предварительномъ состояши дрямою и неподверженной никакимъ объемнымъ снламъ 
вдоль по всему ея протяхен1Ю. Предполагается, что такая проколка находится въ де- 
формированномъ состолнш только подъ вл1ян1емъ вн'Ьшнихъ напряжен]й, прилохен- 
ныхъ къ концамъ ея. 

Изъ уравнетй (297) § 49-го будетъ следовать, что въ этихъ случаяхъ В^, 
Б , В^ должны быть постоянны по всей длин'Ь ея. Такъ какъ положеше осей X, 3^ 
и 2 произвольно, то расположимъ ихъ такъ, чтобы постоянныя, которымъ равны В^ 
и В были равны нулю; тогда: 

ЩК-^ Бг,}^.-^ в^\=- о 

^г^-»-^г,^-ь ^^=0 ^ (304) 



Отсюда : 



в^=\с, в^^^-А в^=^>.с. 



По форнулаиъ (302) и (303) занФнииъ въ уравнев1яхъ (300) § 49-го хохенты 
Л^, X, Л следующими величинавш: 

гд4 

6о= I («с-ь 6,), (305) 

причемъ значки с внизу буквъ будутъ, для краткости, отброшены; всл'Ьдств1е этого 
уравнен1я (300) примутъ сл^дуюпцй видъ: 
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Ш| = (91-6)2Г + С,р1; 



6^ = («-21)^>г, 



...(306) 



а8 

Такъ какъ кривизна и кручен1е проволоки должны быть конечны по всей длин'Ь 
ея, то должны быть конечны р^ Я, ^ ^ ихъ производныя по $, а потону члены уравне- 
Н1й (306), заключающ1е эти величины, будутъ изи'Ьрен1Я г^ (такъ какъ таковы изм-Ь- 
рен]я моментовъ инерщи 3(, $ и @). То же самое изм^рен1е должна им'Ьть и (7^, т. е. 
величина напряжешя; она должна быть порядка г^, не ниже. 

Уравнен1я (306) аналогичны Эйлеровымъ дифференщальнынъ уравнешямъ вра- 
щен1я тяжелаго твердаго т^ла вокругъ неподвижной точки, находящейся на одной изъ 
главныхъ центральныхъ осей инерщи т']^ла; предполагая, что тяжесть д'Ьйствуетъ па- 
раллельно отрицательной оси 2^-овъ (если С^ положительное). Разсмотримъ различные 
случаи, въ которыхъ уравнен1я (306) иогутъ быть р']^шены и просхЬдимъ аналопю та- 
кихъ случаевъ съ соотв'Ьтствующими случаями вращешя тЪлъ. 

1 . Начнемъ съ т'Ьхъ случаевъ, въ которыхъ ось проволоки образуетъ плоскую 
кривую въ плоскости 2У, причемъ ось Т заключается въ той же самой плоскости. 

Тогда изъ девяти косинусовъ четыре: Х^^, Х^, [х^. у^ равны нулю, одинъ: Х^ ра- 
венъ единиц'Ь, а остальные выражаются въ угл'Ь 9, составляемомъ осью 2 съ осью 2, 
а именно: [!.„= соз ф, |1.= — зш ф, V = 81п ф, V = соз ф. Поэтому д и г равны 

нулю, а^) = — ^|. ^ 

Изъ трехъ дифференц1альныхъ уравнен1й (306) остается только первое, которое 
можетъ быть представлено въ сл'Ьдующемъ вид'Ь: 

Интегрируя это уравнен1е и предполагая, что начало коОрдинатъ взято въ той 
точк4, гд* р = Оу получимъ 93р = — С^у. Означивъ черезър рад1усъ кривизны кри- 
вой и принявъ во внимате, что (какъ сл^дуетъ изъ предыдущаго параграфа) въ на- 
стоящемъ случа'Ь ( — р)=1:^^ получимъ сл'Ьдующее дифференщальное уравнеше 
кривой ЛИН1И, образуемой осью проволоки въ изогнутомъ состояши : 

Р = |7' • •' (307) 

выражающее, что рад1усъ вривизны оси проволоки въ разннхъ точвахъ ея им^етъ ве- 
личину обратно пропорщональнуго величинакъ ординатъ точевъ; эта кривая есть ни 
что иное, какъ упругая лингя Якова Бернулли. 

Уравнеше (307) иожетъ бнть представлено въ тавоиъ вид^^: 

^^ = Ь (308) 



(1-(1Т) 
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Прежде ч'&п птегряровать это урапеше, ш представпъ еще въ покъ ввхЬ 
еоетаиенвое ваа первое взъ двфферешриьвнжъ ураввеш! (306 ), а пенно п сх^- 
дующеп: 

Ивтегржруя уравнеш'е въ этомъ ввд'Ь, получпгь: 

• 

Это уравнен1е аналогично съ гкнъ, которое выражаетъ законъ хшвой ендн въ 
качан]Н сложнаго маятника вокругъ неподвижной оси подъ вляшенъ силн тяжести, 
причемъ 8 зам1няетъ время. Интегрируя это уравнеше, получимъ такъ сказать неявное 
уравнен1е упругой лиши въ вид1^ зависимости между угломъ 9 и длиною дуги ^. 

Руководствуясь аналопею между формулами, относящимися къ качатю маятника 
и къ упругой линш, мы можемъ прямо написать неявння уравнен1Я различннхъ кате- 

Г0р]й упругой ЛИН1И. 

Представимъ уравнен1е (809) подъ сл^Ьдующимъ видомъ: 

и сравнимъ его съ соотв'Ьтственныиъ уравнен1еиъ движешя маятника: 

(4|)' = |(™9-|) (Ш) 

Сходство между этими двумя уравнен1ями будетъ полное тогда, когда С^ будетъ 
отрицательною. Тогда (— С^ : 93) будетъ на м-Ьст* (д : Е), отношенхе (А : 2С{} на м4- 
ст'Ь {Ь:В) л 8 ъв, иЛстЬ Ь. 

При Ь^ иеньшемъ ^С^ длина дуги $ можетъ быть выражена въ (р по изв'Ьстной 
въ теор1И маятника формуле: 

5= \ы\-^ -^ ,^- , (311) 



2 



гд'Ь 

А; = 81П ^'', сов (Ро= 2^-, А 81П Т) = 81п ^, п — ^ • 

При А = — 20/1, когда 9^= тс и й; = 1, длина 5, считая отъ того м4ста, гд* 
9 = 0, выразится такъ: 

5 = Уп1оё:%(^-|) (312) 
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При Н ббльшемъ ( — 20^), длина дуги в, считая отъ того м-Ьста, гд* 9 = 0, 
выразится такъ: 

ч> 

^"^ (313) 



^^У^Уй^г 



о 



УТ! 



О? 81П2 ^ 



ткЬос'{Н — 2С,) = — Щ. 

Чтобы получить. уравиен1е упругой лин1и въ координатахъ г иу^ возьмемъ ура- 
внеше (309) и подставииъ въ него ( — р) ви'Ьсто производной отъ 9 по ^ и зат^иъ 
зам4нимъ р черезъ (у : п) (такъ какъ ,93р = — С^у)] тогда у выразится въ соз 9 сл*- 
дующииъ образоиъ: 

у'= 2п(со8 9-2^) ^ Ц) 

Зам'Ьнивъ зд^сь соз 9 единицею, деленною на корень изъ 1 н- {уУ, р^шивъ 
уравнен1е относительно производной у (отъ у по ^), отд'Ьливъ перем'Ьнныя и интегри- 
руя, получимъ: 



^ V (а»- у') (4п - (а«- у2)) *' 



ГД* 



«2= 2п ( 






Т. е. а есть ордината ^, соответствующая углу (р, равному нулю. 

Положииъ у = авти и (при Л^<4(7,^) возькемъ за начало координатъ ту 
точку Бривой, гд^ ^ = О, тогда г выразится такою ра.звостью двухъ эллиптичеекихъ 
интеграловъ втораго и перваго вида: 



и и 



= Гу 4п — а^ ш'и йи — V п\ -=^^=^=. (314) 

^ ] V 4п — а'^ соз2 и ^ ' 



о 



На чертежахъ 37-мъ, 38-мъ, 39-мъ, Ю-мъ и И-мъ представлены пять ви- 
довъ упругихъ кривыхъ, соотв'Ьтствуюпщхъ Л^ меньшимъ ^С^. 

Кривыя вида, изображеннаго на чертеж* 37-мъ, получаются тогда, когда уголъ 
9о меньше пряиаго : на чертеж'Ь изображено н']^сколько пер10довъ этой кривой, соотв'&т- 
ствующихъ н'Ьсколькииъ пбр10дамъ угла (р- Въ точк'Ь А изображено направлеше силы 
С\ и въ точк'Ь О — направлен1е реакц1И неподвижной точки, въ котороД закр'Ьпленъ 
этотъ конецъ проволки. 

Если уголъ 9о настолько малъ, что иожно пренебречь четвертыми и высшими 

степенями отношешя а:2Уп^ то ^ можно выразить такъ : 



г = Уп[и{1-Щ-'^^.ш2и] 
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и отсюда: 



г (. ЗаЛ За» ^. ^ ^ 



Такъ какъ у = а %т щ то при помощи ряда Лагранжа, съ тою же степенью 
прибдиженш, найдемъ: 

»=''™[й('-»^')]-^™й-л <»'») 

таково приближенное уравнен1е упругой лин1и при весьма малой величине стр'Ьлви про- 
гиба. 

Если можно пренебречь и вторыми степенями отношен1я а:2Уп, то уравнен1е 
упругой ЛИН1И приметъ видъ уравнен1я синусоиды: 

у п 

Еривыя вида, изображеннаго на чертеж*]^ 38-мъ, получаются при угл'Ь ф^, рав- 
номъ прямому. ЕаБЪ въ предыдущемъ, такъ и въ настоящемъ случае разстоян1е отъ О 
до основан1Я В (черт. 38) наибольшей ординаты у = Ъ выразится следующею раз- 
ностью: 

^^^У^ {2Е-К) (316) 

гд*: 

о о 

и гд* 2кУ п = а. 

При к равномъ нулю 2Е=т: и 2К=щ затЬмъ, съ возростан1вмъ Л, Е умень- 
шается, а К увеличивается. Йоэтому, съ уведичешемъ а или ^, длина г^ уменьшается 
и обращается въ нуль при такомъ А;, при которомъ 2Е=К. 

Кривая вида, изображеннаго на чертеже 39-мъ, получается при углахъ (ро б^^'^^' 
шихъ прямаго, пока разстояше 0^ не обратится въ нудь; тогда кривая подучить видъ, 
изображенный начертеж'Ь 40-мъ. При дадьн1^йшемъ уведиченш угдаф^ получатся кри- 
выя вида, изображеннаго на чертеж'Ь41-мъ,причемъ е^ сд']^ается уже отрицатедьнымъ. 

На чертеж'Ь 42-мъ представлена упругая лишя, образующаяся при Н равномъ 
( — 2С^) и соотв'Ьтствующая тому случаю движешя маятника, когда онъ ассимптоти- 
чесБи приближается къ своему подожешю неустойчиваго равнов'Ьс1я. 

Такъ какъ тогда а = 2 V п, то если взять за начало координатъ абциссу, со- 
ответствующую ординат* у = а, выраженхе для я подучитъ сдедующхй видъ : 

и и 



= 2 V П I 8Ш I* б?М — Уп\ -А-, 



г 1С 

2 2 



я=: — У 4п — у^-^У п щ -* 

9 
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Въ ткгъ случаяхъ, когда Н бол'Ье 2С^^ ордината у не обращается вънуль (какъ 
видно изъ равенства {Л))у но достигаетъ наименьшей величины Ь каждый разъ, какъ 
С08 ф обращается въ ( — 1). Видъ упругой лиши представленъ на чертеж'Ь 4:3-иъ. 

Вътожъ случа'Ь, когда 0^= О, проволока изгибается подъ вл1ян1еиъ паръ силъ^ 

приложенныхъ къ концамъ ея. Изъ уравнен1я 93 ^ = О сл'Ьдуетъ, что тогда р = по- 
стоянному; дал'Ье найдемъ: 9 = 2)$ или $ = Вф, если означить черезъ Е отношеше 
(1 : В), Следовательно въ этомъ случа* проволока получаетъ видъ дуги круга. Вели- 
чины моментовъ паръ, приложенныхъ къ концамъ проволоки^ должны быть равны 
(Ш8 : Е). 

2. Упомянемъ также и.объ другихъ случаяхъ равнов'Ьсхя проволоки съ какимъ 
бы то ни было поперечнымъ С'Ьчен1енъ, когда на концы ея д'Ьйствуютъ только пары 
силъ и когда ось изогнутой проволоки образуешь не плоскую кривую. 

Бели поперечное сЬчеше проволоки есть кругъ или правильный многоугольникъ, 
такъ что 91 = ф, то уравнен1я (306) при С^ равномъ нулю аналогичны уравнешямъ 
вращательнаго движен1я по инерщи т'Ьла, им'Ьющаго эллипсоидомъ инерщи эллипсоидъ 
вращентя. 

Изъ уравнен1Й (306) тогда сл'Ьдуетъ: 

г = П, 2? = I) С08 ({1^ -Н 7), ^=^1) 81П (115 -*- 7)? 

если 6 > 91; зд-Ьсь (1.21 = (6 — 91) п, 2), -у и п суть постоянныя. 

Продолжая изсл'Ьдован1е дал'Ье, легко уб'Ьдиться, что ось проволоки образуетъ 
цилиндрическую спираль. 

Бели 91, 93 и 6 неравны между собою, то вопросъ о равнов'Ьс1И проволоки 
им'Ьетъ аналопю съ общимъ вопросомъ о вращен1и т'Ьла по инерщи. Р'Ьшен1е и этого 
вопроса можетъ быть доведено до конца и координаты точекъ оси проволоки выра- 
зятся въ эллиптическихъ функщяхъ и въ функщи % отъ $ '^). 

3. Бели проволока съ поперечнымъ сЪчен1емъ въ вид'Ь круга или многоугольника 
будетъ изогнута д'Ьйств1емъ вн'Ьшнихъ напряжен1й, приложенныхъ къ концамъ ея, при- 
чемъ Су не равно нулю и ось проволоки не заключается въ одной плоскости, то ура- 
внетя (306) получатъ сл'Ьдующ1й видъ: 

91 ^ = (91 — {^) дГ-^С^ 81П д5 8Ш 9, р:= — -^ 81П ^ С08 Э -*- ^ 81П 9, 

91 ^ = (6 — 91) гр -ь с?! 8ш §5 С08 9, 3 = -^ 81п ф ш 9 -ь- ^ сов 9, 

й=0 ^ = ^«08^-*-^^. 

Этотъ вопросъ им1^етъ аналопю съ вопросомъ о вращеши гироскопа подъ вл1я- 
н1емъ силы тяжести вокругъ неподвижной точки, находящейся на оси симметрш гиро- 
скопа, но не совпадающей съ его центромъ тяжести. Р'Ьшен1е вопроса можетъ быть 
доведено до конца, но мы ограничимся только т'Ьмъ частнымъ случаемъ, который ана- 



*) См. статью: Невз, ПеЪег (Не В1едип§; ипс1 БпПип^ е1пе8 апепбИсЬ-дйппеп еквизсЬеп 
81аЪез. . . . Ма(Ьета(18сЬе Аппа1еп. 6(1. 28, стр. 181. 
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ъ вращен1ю безъ вутацш; не тр;дно предвид'Ьть, что въ этоиъ случа'Ё ось про- 
должна ^о^^учить видъ енирали. 

оложивъ ф = постоянному, найдемъ, что р^-^- ^=. {ж %тф)^ жр ът э -+- 
= О, а потому пожнохивъ первое изъ трехъ дифф«ренщальннхъураБнен!й на р, 
аа 3 и слонивъ, получимъ во второй части нуль; сл*доватвльно р^-ь ^^ по- 

"У- ^^ 

значивъ постоянную величину производной -^у черезъ и, н постоянную вели- 

червзъ Пу мы найдемъ постоянную величину и для производной: 

-у- = и — о, сов ^ = о, ; 



ЯС ^ о, 3, Э ^ Од в -Ь Эд . 

идъ кривой определится посл'Ь интегрирования сл^дующвхъ уравнен1й: 
- = 7^= 51е 5? еоз (м, 5), ^^ у^=зш ^^ 81П («,5), ■~^'*^^=тьф. 
равнения нривой: 

а;=^^ зга {ш,8), у = — ^^ сов («18), г = 8 соз {6, 

ютъ, что ось проволоки образуетъ винтовую спираль, Басательнаа еъ которой 
аетъ съ осью ^-овъ уголъ ф и которая находится на цилиндр* радиуса Д, рав- 
л ф':ч>-^, такъ что высота к полнаго оборота винта равна (2тс сов ф'-ш,}. 
дя того, чтобы ось проволоЕи ии'Ёла такой видъ, необходимо, чтобы моменты 
и Л, на оконечности ея были равны : 



^5= 



I ЕС^ было равно: 



1= Е91 ^^ 31П 9, 4= 2Л:2(й 



]?С,= 21 ^ (2Кп — Е ±^р1у 
оменты хе Л^, Л^, Л^ должны быть: 

Л^= % зш ф со8 ж (2Кп — Е ±1^^ = ЕС^В сов ж, 
Лу= а й1п ф 61П ж {2Кп — Е ^'° У''" ) = ЕС^Е 31п ж, 
7=д1('^?*^-ь2Л:псоз951 
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Представииъ себ^, что кощы проволоки прикр'Ьпленн къ двунъ идастинкамъ, 
пераендикулярнымъ къ оси ^-овъ и что напряжен1Я ЕС^ и — ЕС^ приложены не не- 
посредственно къ концанъ проволоки, но къ точкаиъ пластинокъ, находящийся на оси 
2^-овъ; тогда проэкщи на оси Х-овъ и У^овъ момента силы ЕС^ вокругъ оконечности 
проволоки (координаты этой оконечности : х = Е^1п ж, у= — Е со& ж) будутъ 
равны ЕС^Е С08 ж и ЕС^Е ш ж, т. е. Л^ и Л^. Следовательно проволока будетъ 
въ равнов'Ьсзи, им'Ья форму цилиндрической винтовой лиши рад1уса Е и наклонешя ф 
къ оси Я-овъ, если къ пластинкамъ, кром'Ь силъ ЕС^ и — ЕС^ , будетъ приложено 
еще по пар1Ь силъ съ моментами ^^ и (— Л^). 

Можно удержать проволоку въ этомъ ъшкк только силами ЕС^ и ( — ЕС^\ безъ 
сод-Ьйств^я паръ ^^ и (-- - Д^); для этого необходимо, чтобы пи о^ им^ли следующая 
величины: 

Е 8ШЗ ф Е В1П2 <б'^'2К С08* ф .^ ^ 

^=-2ЙЙ^»^2= ^КЕ ~^Ф 



И чтобы сила ЕС^ была равна: 



■рур ^ 81П^ ф 



В совф 



Знакъ минусъ показываетъ, что силы эти должны стремиться сближать пластинки 
и сжимать спираль. 

$ 52. Винтовая пружина. 

Уравнешя равнов'Ьс1я, приведенныя въ §49, относятся ковсякимъ проволокамъ, 
правильнымъ или неправильнымъ, бывшимъ въ предварительномъ соетояши прямоли- 
нейными или криволинейными. Между прочимъ можно зам'Ьтить, что изъ уравнешй 
(297) и (298) можно исключить величины В^и В^т тогда получимъ четыре слЪдую- 
Щ1Я дифференщальныя уравнен1я, завлючающ1я В^^ Л^^ Л ^ Л^: 

я.'*.-*- <2л-*- ^л= о- 

Соотношешя же между моментами^ и величинами р^ ^у г, выведенный въ § 50-мъ, 
относятся только къ проволокамъ, бывшимъ въ предварительномъ состоянш прямоли- 
нейными. Для проволоки, ось которой въ предварительномъ соетояши была криволи- 
нейною, предполагается существоваше следующей зависимости между моментами Л, 
величинами ру д, г въ деформированномъ соетояши и величинами Ро, ^^Е г^ въ пред- 
варительномъ С0СТ0ЯН1И: 

.- Р-Ро=А^ ^-^0=:^? '-'о=А (ЗП) 



182 



' Всд'Ьдств1е этого для проволока съ поперечнвиъ с^Ьчешенъ въ вид'Ь круга ни 
иногоугольвика, бывшей изогвутою въ предварительвоиъ состоянш и веподверхенной 
объемвнмъ силанъ, ураввев1я раввов'Ье1я (306) получать сл-Ьдующ!!! ввдъ: 

91^^1^^=а1 (г-з„) г~Ш{г — г,)а-^С, втфвт9 = 0, 

21 1(«^ = (5 (г— г,) 2? — 01(1)— ^>о)^-♦-С^ 8Ш(;рсо89 = оЛ .. (318) 

I 

Положимъ, что проволока въ предварите льномъ состоянш им'Ьла форму винтовой 
спирали рад1уса Е^ и угла наклонен1Я ф^ къ оси цилиндра, такъ что Ро ) Зо ^ ^'о и^^^ют^ 
сл^Ьдующ1я величины: 

Эта проволока можетъ получить видъ винтовой спирали рад1уса Е и угла наЕию- 
нен1я ф, причемъ новыя э будутъ равны прежнимъ э^ подъ влгяшемъ напряхетй С^Е 
и парь, приложенныхъ концаиъ ея. Въ самомъ д'Ьл'Ь, посл'Ьднее изъ уравнен1й (3 1 8) 
удовлетворяется тождественно при г равноиъ постоянной величин'Ь и при э = э^ , а 
изъ первыхъ двухъ, при сл'Ьдующихъ величинахъ Ру ду г: 

31п^ ф 8ш^ ф ' в1п ф соа ф , ^ 

получимъ сл'Ьдующее выражен1е величины СуЕ\ 

Моменты же Л^^ Л ^ Л^ окажутся равными: 
Л^=ЕС^Е С08 ж^ Л =^ЕС^Е ш Жу 
Л = Щ (Е(^^^—'^у\и ф ^ 2ДГ( ^'" У ^ - «^° у ^0 ^ со8^). • (320) 

Если концы проволоки будутъ прикр'Ьплены къ пластинкамъ, въ разстоянзи В 
отъ оси цилиндра, то проволока будетъ въ равнов'Ьс1И подъ вл1яшемъ снлъ ЕС^ в 
— ЕС^ И паръ Л^ж — Л^у приложенныхъ къ этимъ пластинкамъ. 

Изъ формулы (319) получимъ приближенное выражеше величинъ Шхъ^ которыя 
надо приложить къ концамъ винтовой пружины съ незначительною высотою шага винта, 
для того, чтобы растянуть ее на незначительную длину по высот'Ь винта; полождвъ ф 
равнымъ ф^-^ Ьф^ и пренебрегая квадратами и высшими степенями Ьф^ и изм'Ьнен1бхъ 
рад1уса цилиндра, получимъ: 

Е6\=2Х21^„ (321) 

гд* I есть длина проволоки, г=^1 ^о^ф^. 
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